Voids

Der Einflul der kosmologischen Konstanten
auf die Vakuumblasen im expandierenden
Universum

Diplomarbeit
zur Frlangung des Grades eines Magisters
an der
Naturwissenschaftlichen Fakultat der Universtitdt Innsbruck

eingereicht von

Werner Benger

6. Juni 1997

durchgefiithrt am Institut fiir Astronomie der Universitdt Innsbruck
bei
0. Univ. Prof. Dr. Jorg Pfleiderer



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung
1.1 Motivation . . . . . . . . e
1.2 Ubersicht . . . . . . . . ..
2 Riemannsche Geometrie
2.1 Mathematische Grundbegriffe . . . . . ... ... oL oo oo o
2.2 Mannigfaltigkeiten . . . . . ... Lo
2.3 Kurven . . . ...
2.4 Tangentialvektoren . . . . . . . . . . .
2.4.1 Kartentransformation . . . .. .. .. ... ...
2.5 Kovektoren . . . . . . . . e e e
2.5.1 Kartentransformation . . . .. .. ... ... Lo
2.6 Notation . . . . . . . . . .
2.7 Die Tangentialabbildung . . . . . . .. .. .. L Lo
2.8 FluBlabbildungen . . . . . . . . . . . . ...
2.9 Die Lie-Ableitung . . . . . . . . .. e
2.10 Die Metrik . . . . . . . e e
2.10.1 Die Kometrik . . . . . . . . ..
2.10.2 Kartentransformation . . . . . . ... .. ... .. o
2.11 Geodéten und Christoffelsymbole . . . . . . . .. ... oo oo
2.11.1 Koordinatentransformation . . . . . . . ... . ... ... ... ...
2.11.2 Lokal geoditische Normalkoordinaten . . . . . ... .. ... ... .. ...
2.12 Tangentialtransport, Richtungsableitung und Paralleltransport . . . . . ... . ..
2.13 Die Beschleunigung . . . . . . . . . ..o
2.14 Parallelableitung und Torsion . . . . . . . . . . . . ...
2.15 Metrik und Affinzusammenhang . . . . . .. .. 0oL 0oL oL
2.16 Der Riemannsche Kriimmungstensor . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.16.1 Anschauliche Definition . . . . . . .. .. .. .. ... ... ... ...
2.16.2 Abstrakte Definition . . . . . . . . ... L Lo
2.16.3 Symmetrieeigenschaften . . . . . .. ... oL oL oL
2.16.4 Bianchi-Identitdten und Riemannsche Normalkoordinaten . . . . . . . . ..
2.16.5 Gekriimmte Flachen . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. ...,
2.17 Ricci-Tensor, Kriimmungsskalar und Weyl-Tensor . . . . . . .. .. ... ... ...
3 Die Einsteinsche Feldgleichung
3.1 Motivation . . . . . . . . e e e
3.2 Eigenschaften . . . . . . . . . L e
3.3 Herleitung aus dem Variationsprinzip . . . . . . . . . . ... . oo
3.3.1 Variation der Determinante der Metrik . . . . . . . . .. ... ... ...
3.3.2 Variation des Kriimmungsskalars . . . . . . . ... ... ... ... ... ..
3.3.3 Variation des Riccitensors . . . . . . . .. Lo
3.3.4 Einstein-Hilbert-Tensor und Feldgleichung . . . . . . ... ... ... .. ..
3.4 Verwendete Einheiten . . . . . . . .. .. oo
3.5 Die Kopplungskonstante des Energie-Impuls-Tensors . . . . .. ... .. ... ...
3.6 Energie-Impuls-Tensor der Photomaterie . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
3.7 Kontinuumsmechanische Beschreibung . . . . . . . .. ... . o000

3.7.1 Allgemeine Eigenschaften des fluiden Mediums . . . . . .. ... ... ...

11
12
13
14
15
16
16
17
18
19
19
19
20
21
23
23
27
28
31
32
32
35
36
36
37
37



INHALTSVERZEICHNIS

4 Vakuumlésungen - Schwarze Lécher

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

Die Vakuum - Feldgleichung . . . . . .. ... ... ... L o oL
Die Struktur des Ricci-Tensors . . . . . . . . . ... .
Die Schwarzschildmetrik . . . . . . . ... oL o
Die Vakuumlosung mit A . . . . ... Lo
Das allgemein relativistische Effektivpotential . . . . . . . . .. ... ... ... ..
Spezielle Eigenschaften der Schwarzschildmetrik . . . . . . ... ... ... ...
Der Ereignishorizont . . . . . . . . . . .. e
Eddington-Finkelstein-Koordinaten . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... ..
Maximale Erweiterung der Schwarzschildlosung . . . . . . . .. .. ... L.

4.10 Darstellung in der Schwarzschild-Karte . . . . . . . ... . ... .. ... ..
4.11 Ein spekulativer kosmologischer Aspekt . . . . . . .. .. ... ... ... ...

5 Homogene, isotrope Riume - Standardkosmologie

5.1

5.2
5.3
5.4
5.5

5.6
5.7

Die sphérische Metrik . . . . . . . . oL
5.1.1 Isotrope Koordinaten . . . .. ... .. ... ... ... ... .. .. ...
Die Robertson-Walker Metrik . . . . . . . .. ... oo
Die Feldgleichung des homogenen, isotropen Kosmos . . . . . . .. ... ... ...
Allgemeine Eigenschaften der Robertson-Walker Metrik . . . . .. ... ... ...
Die kosmologischen Parameter . . . . . .. .. ... ... ... ... ...
5.5.1 Der Hubbleparameter . . . . . . . . .. ... .. ... .. ...
5.5.2 Die Dichteparameter €2; . . . . . . . .. .o oL
5.5.3 Der Beschleunigungsparameter ¢ . . . . . . . .. ... ... L.
Losungen der Friedmann-Lemaitre-Gleichungen ....................
Das de-Sittersche Weltmodell . . . . . . . . . . ... ...
5.7.1 Beschreibung mit der Robertson-Walker-Metrik . . . . . . . ... ... ...
572 Ubersicht . . . . . ..o
5.7.3 Eine alternative Darstellung des de-Sitter-Kosmos . . . . . . ... .. ...
5.7.4 Geoditen im de-Sitter-Kosmos . . . . . . ... ..o
5.7.5 Das Dichteparameterpolynom des de-Sitter Kosmos . . . .. ... ... ..

5.8 Statische und mitbewegte Koordinaten . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
6 Voids
6.1 Einpassung der Schwarzschildmetrik in den Friedmann-Kosmos . . . . . . . .. ..

6.2

6.3

6.4

6.5

6.1.1 Stetigkeitsbedingung . . . . . . ... L oL L
6.1.2 Schwarzschildmetrik und Friedmann-Kosmos . . . . . . .. ... ... ...
Die Tolman-Metrik . . . . . . .. ..
6.2.1 Tolman-Metrik und Friedmann-Kosmos . . . . . . ... .. ... ... ...
6.2.2 Geoditen in der Tolman-Metrik . . . . . . . .. ... ... ... .. ...,
6.2.3 Lokale Losung der Feldgleichung fir A=0 . . ... ... .. ... ....
»ohell Crossings” in der Tolman-Metrik . . . . . . . ... ... ... ... ...
6.3.1 Programmtechnische Groflenskala . . . . . . . ... 00000
6.3.2 Anfangswerte . . . . . ...
6.3.3 Programmtechnische Realisierung . . . . . . . . .. ... ... ... ...
Einflufl kosmologischer Parameter auf Vakuumblasen . . . . . . .. . ... ... ..
6.4.1 Einflu der Hubble-Konstanten im Standardmodell . . . . . . . . . ... ..
6.4.2 Einflu} der Hubble-Konstanten im Weltmodell von Wolfgang Priester

6.4.3 Einflufl der kosmologischen Konstanten im Standardmodell . . . . . .. ..
6.4.4 Einflul der kosmologischen Konstanten bei k=+1. . . . . . .. ... .. ..
6.4.5 Einflu} der Blasengrofe im Standardmodell . . . . . . . . ... .. ... ..
6.4.6 Einflul der Blasengrofle im Weltmodell von Wolfgang Priester . . . . . . . .
Einfluf} kosmologischer Parameter auf Dichteschwankungen . . . . ... .. .. ..
6.5.1 Einflufl der Hubble-Konstanten im Standardmodell . . . . . . .. . ... ..
6.5.2 Einflufl der kosmologischen Konstanten im Standardmodell . . . . . . . ..



INHALTSVERZEICHNIS 4

6.6
6.7
6.8

6.9

6.5.3 Einflul der kosmologischen Konstanten bei k=+1. . . . . . ... . ... .. 105
6.5.4 EinfluB der Blasengrofle im Standardmodell . . . . . . . ... ..o L. 106
6.5.5 Einflufl der Blasengrofie im Weltmodell von Wolfgang Priester . . . . . . . . 106
Einfluf des Dichtekontrastes im Standardmodell . . . . . . . ... ... ... ... 107
Einflul des Dichtekontrastes im Weltmodell von Wolfgang Priester . . . . . . . .. 108
Vergleich der Entwicklung des Dichtekontrastes im Standardmodell mit dem Welt-

modell von Wolfgang Priester . . . . . . . ... ... L oo 110
6.8.1 Relative Expansion . . . . . . . .. . Lo 110
6.8.2 Relative Expansionsgeschwindigkeit der innersten Shell . . . ... ... .. 110
6.8.3 Maximale relative Massendichte . . . . . . . . ... .. ... oL 111

Das Programm . . . . . . . ..o 111



1 EINLEITUNG 5

1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Welt, wie sie sich uns heute darstellt, ist hochgradig inhomogen. Aber schon allein dies
zu erkldren stellt fiir die Urknalltheorie ein nicht zu unterschéitzendes Problem dar, denn wenn
das Universum aus einem unendlich kleinen Punkt heraus entstanden sein soll, der ja ob seiner
fehlenden Grofie keinerlei innere Struktur haben kann, sollte plausiblerweise das Universum auch
in seiner Anfangsphase eine gleichférmige Materieverteilung aufgewiesen haben. Wodurch sollen
nun in einem Raum, der vollkommen gleichméfig mit Materie erfiillt ist, Strukturen entstehen,
die letzten Endes der heutigen Welt entsprechen?

An dieser Stelle wird zur Erklarung die Quantenmechanik herangezogen, die das statistisch
wahrscheinliche Auftreten von plotzlichen Dichteschwankungen vorhersagt, wobei aufgrund der
Heisenbergschen Unschérferelation in je kleineren Raumbereichen desto gréfiere Dichteunterschiede
auftreten kénnen. Auch fiir das heutige Weltall geht man davon aus, daf§ es bei entsprechend
groflen Distanzskalen weitestgehend homogen ist, im Sinne des kosmologischen Prinzips (siehe
auch 5.2), dafl kein Raumbereich gegeniiber anderen bevorzugt ist. Es bleibt nun noch die Frage,
wie grofl damals zu Beginn des Universums die Dichteschwankungen wirklich waren und ob sich
damit die heute beobachtbaren Strukturen erklidren lassen.

Dazu mufl man in Betracht ziehen, daff das Weltall in seiner Entwicklung verschiedene Stufen
durchwandert hat. Vor der jetzigen materiedominierten Ara lag die Phase der strahlungsdominier-
ten Ara, in der die Energiedichte der elektromagnetischen Strahlung (der Photonen) gréfler war
als die Energiedichte der Materie. Der Ubergang zwischen diesen beiden Phasen fand ca. 300000
Jahre (je nach Weltmodell unterschiedliche Zeiten) nach dem Urknall statt, als das Weltall nur
etwa ein Tausendstel seiner heutigen Grofle hatte. Damals war die Temperatur des Weltalles mit
ca. 3600K etwa tausendmal grofler als heute. Dies entspricht gerade derjenigen Temperatur, bei
der Wasserstoff ionisiert werden kann. Anders ausgedriickt: Unterhalb dieser Temperatur kénnen
freie Elektronen von Protonen gebunden werden. Man nennt diesen Vorgang auch ,, Rekombinati-
on® und den Zeitpunkt des Ubergangs von der strahlungsdominierten Ara zur materiedominierten
Ara die ,Rekombinationsira“. Die Bedeutung dieses Zeitpunktes liegt darin, dafi das bis da-
hin optisch dicke Universum ,,mit einem Schlag® durchsichtig wurde. Das heiffit aber noch nicht,
daf} ein hypothetischer Beobachter zur damaligen Zeit auf einmal das gesamte Universum hétte
durchblicken kénnen, denn das Licht braucht ja aus einer gewissen Entfernung eine entsprechende
Zeit, um beim Beobachter einzutreffen. Folglich kann der Beobachter nach einem Jahr gerade
das Durchsichtigwerden des Weltalls in einer Entfernung von einem Lichtjahr (ca. 10 Billionen
km) sehen, das dort in Wahrheit bereits ein Jahr frither stattgefunden hat. Man bezeichnet diese
Entfernung auch als die ,,Sichtbarkeitsgrenze®. Heute, 12 Milliarden Jahre nach dem Urknall (der
Zahlenwert ist dabei dem ,,Standardmodell“ mit Hy = 50 km/s/Mpc, A = 0 entnommen und muf
nicht unbedingt der Realitét entsprechen) und somit ca. 12 Mrd. Jahre nach der Rekombination,
kann man dementsprechend bis in eine Entfernung von 12 Mrd. Lichtjahren zuriickblicken. Was
man dort sieht, sind die Uberreste der Strahlungsira, die uns wie eine strahlende Feuermauer mit
einer Temperatur von ca. 3K erscheint, wobei diese geringe Temperatur den Begriff , Feuermauer*
wieder etwas relativiert. (ANMERKUNG: Die Sichtbarkeitsgrenze von 12 Mrd. Lichtjahren ist da-
bei unabhéngig von der geometrischen Grofle des Weltalls; auch wenn das Weltall eine unendliche
rdumliche Ausdehnung haben sollte, kann man dennoch nur in eine Entfernung von maximal 12
Mrd. Lichtjahren blicken - soferne das Weltall nicht édlter als vom Standardmodell angenommen
ist).

Damit bietet sich nun die Moglichkeit, die Dichteschwankungen zum Ende der Strahlungséra
zu messen. Diese Aufgabe erfiillte der 1989 gestartete Satellit COBE (COsmic Background
Explorer). Eines der ersten wichtigen Ergebnisse war, daff dieser Strahlungshintergrund wirklich
von bemerkenswerter Isotropie ist, wie es die Urknalltheorie erwarten lie}. Umso wichtiger war es
aber auch, UnregelméBigkeiten feststellen zu konnen, die als Saatkorner fiir die heute sichtbaren
Strukturen dienen konnten. Erst wiederholte Messungen (um den Empfindlichkeitsbereich steigern
zu kénnen), konnten schlieffilich den Beweis erbringen, daf der Strahlungshintergrund tatséchlich
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nicht vollkommen gleichméfig ist. Zusétzlich zur Dipolstruktur, die durch die Bewegung unserer
eigenen Galaxis relativ zum kosmischen Hintergrund von ca. 600km/s zustande kommt, konnten
Temperaturschwankungen bis zur GroSenordnung 30 - 107K (bei einer mittleren Temperatur
von 2.735K) gemessen werden. Damit war zumindest ein Kapitel der beobachtenden Kosmologie
abgeschlossen.

Daneben bleiben natiirlich noch theoretische Modelle auszuarbeiten, die die Verdnderung von
Dichteschwankungen im expandierenden Universum beschreiben sollten. Naheliegend ist der
Schritt, von Materieklumpungen auszugehen, die von der allgemeinen Expansion abkoppeln und
an die sich weitere Materie kondensieren konnte. Ein Ansatz hierzu wird in Abschnitt 6.1 ,,Einpas-
sung der Schwarzschildmetrik* vorgestellt, wo von einer sphérisch symmetrischen Massenansamm-
lung ausgegangen wird, die von einem Vakuumbereich umgeben ist und in ein homogenes Weltall
eingebettet wird. Dabei stellt sich heraus, dal ohne weiteres die Materie in einzelne, isolierte
Raumbereiche kontrahieren kénnte, ohne dafl sich dadurch an der Gesamtheit des Universums
etwas dndern wiirde. Solche dichten Bereiche wiirden somit - wie gewiinscht - von der Expansi-
on des Universums abkoppeln und jede fiir sich zusammenfallen; eine ideale Voraussetzung, um
Galaxien ausbilden zu konnen. In ihrer Bewegung zueinander wire die Bewegung der diversen
Materiezentren der des homogenen Universums identisch, der materiefreie Raumbereich um die
Materieklumpungen herum wiirde sich gemif der kosmologischen Raumexpansion vergréfern.

Da sich in diesemm Modell jedoch von auflen keine neue Materie an der bereits kondensierten
anlagern kann, muf} sich schon in der Anfangsphase des Universums entschieden haben, wie grofl
die Masse der Galaxie bzw. des Galaxienhaufens war. Dafl dies so sein sollte, ist jedoch nicht
gerade wahrscheinlich und wird durch nichts untermauert. Hinzu kommt der aus der Beobachtung
abgeleitete Befund, daf§ Galaxien bzw. Galaxienhaufen nicht als einzelne Inseln im Weltall exi-
stieren, sondern vielmehr als filamentartige, fadenférmige Strukuren miteinander verbunden sind.
Es sind hingegen eher die materiefreien, fast sphérischen Bereiche zwischen den Galaxienhaufen,
die sogenannten ,, Vakuumblasen* oder Voids, weniger die Materieansammlungen selbst, die eine
kugelformige Struktur aufweisen. Dies &8t darauf schlieflen, dafl nicht das Zusammenfallen von
Materie, sondern vielmehr diese Vakuumblasen (deren Durchmesser in Gréenordnungen von ca.
20-30Mpc, rund 100 Mio. Lichtjahren, liegen) fiir die Verteilung der Materie verantwortlich waren
oder es noch sind. An dieser Stelle kommt nun die sogenannte kosmologische Konstante, die
i.a. mit A bezeichnet wird, ins Spiel.

In der Allgemeinen Relativitdtstheorie wurde sie urspriinglich von Albert Einstein eingefiihrt,
um mit ihrer Hilfe einen statischen Kosmos beschreiben zu kénnen. Als sich spéter herausstellte,
daB der Kosmos nicht statisch ist, sondern - wie aufgrund der Rotverschiebung weit entfernter Ga-
laxien interpretiert wurde - expandiert, verwarf er sie wieder und bezeichnete ihre Einfiihrung als
»seinen grofiten Fehler«. Seitdem wird unter Kosmologen iiber Sinn und Unsinn dieser Konstan-
ten gestritten. Tatsache ist jedoch, dafl die kosmologische Konstante eine mogliche und die einzig
mogliche Verallgemeinerung der urspriinglichen Version der Einsteinschen Feldgleichung darstellt,
wie in 3.3, ,Herleitung aus dem Variationsprinzip®, gezeigt wird. Es ist daher mdglich, daf sie
gleich Null ist, aber dies kann nicht von vorn herein angenommen werden. Vor allem im Rahmen
des Weltmodells von Wolfgang Priester und Mitarbeitern spielt die Kosmologische Konstante eine
zentrale Rolle und vermeidet einige Probleme des Standardmodells, insbesondere den Beobach-
tungsbefund, daf einige Sterne und Sternhaufen élter sind, als das Standardmodell fiir das Alter
des gesamten Kosmos vorhersagt. Im Weltmodell von Wolfgang Priester ist das Universum ca. 30
Mrd. Jahre alt und rdumlich sphérisch, somit also geschlossen. Durch letzteres wird auch das ,,Un-
endlichkeitsproblem® der Standardtheorien mit A = 0 vermieden, die den logischen Widerspruch,
wie aus einem unendlich kleinen Punkt oder einem innerhalb der Plancklinge von 10~33¢m kon-
zentrierten Anfangsuniversum mit einem Mal ein unendlich groes Universum entstehen soll, nicht
erkldren kénnen. Priester nennt dies das extreme Urknall-Paradozon [10]. Das Universum von
Wolfgang Priester ist rdumlich geschlossen, dehnt sich aber fiir alle Zeiten aus (ist also nicht os-
zillierend); diese beiden Eigenschaften sind nur mithilfe der kosmologischen Konstanten mdoglich.
In diesem Weltmodell ist die kosmologische Konstante eine Naturkonstante wie etwa auch die
Gravitationskonstante oder die Lichtgeschwindigkeit. In einer neueren statistischen Untersuchung
des Auftretens von Gravitationslinseneffekten kommt Kochanek allerdings aufgrund seiner Daten



1 EINLEITUNG 7

zu dem SchluB, daf die ,,Lambda-Dichte* Q5 wahrscheinlich kleiner als 0.6 ist [3], denn schon ab
0.8 miiBte man bedeutend mehr Gravitationslinsen sehen. Das Weltmodell von Wolfgang Priester
mit einer Lambda-Dichte von 1.08 scheint somit unrealistisch zu sein, allerdings sagt Kochanek
selbst, er wiirde ,nicht sein Haus darauf verwetten®, dafl — obwohl er davon ausgeht — A gleich 0
ist.

Bei aller Uneinigkeit iiber die kosmologische Konstante besteht zumindest Gewilheit dariiber,
daf} ihr Zahlenwert klein genug ist, um im téiglichen Leben keine Rolle zu spielen (wobei ein noch
ungeloster Widerspruch der Allgemeinen Relativitdtstheorie zur Quantenmechanik darin besteht,
daf letztere einen um den Faktor 101%° groferen Zahlenwert voraussagt). Bislang konnte ihr noch
kein allgemein anerkannter Zahlenwert zugeordnet werden, was aber noch kein Grund ist, sie von
vorneherein als Null anzusehen, obwohl sie auf kleinen (eben nicht-kosmologischen) Distanzen
praktisch vernachléssigt werden kann.

Die Einfithrung der kosmologischen Konstante hat vor allem deshalb soviel Widerstand bei den
theoretischen Physikern hervorgerufen, weil sie an einem Grundprinzip der Mechanik riittelt: In
der Standardtheorie mit A = 0 iiben zwei masselose Teilchen auch keine Gravitationskraft aufein-
ander aus. Nicht so bei A # 0: In diesem Fall (A > 0) wiirden auch zwei masselose Teilchen eine
abstolende Kraft aufeinander ausiiben, oder besser: sich bewegen, als ob sie voneinander abge-
stoflen wiirden. Das Konzept der Gravitationskraft wird ja in der Allgemeinen Relativititstheorie
durch das Konzept der Raumkriimmung ersetzt, eine materiefreier Raum ist in der Standardtheo-
rie mit einem flachen, d.h. ungekriimmten, Raum verbunden. Mit A # 0 ist auch der materiefreie
Raum gekriimmt (sog. de-Sitter Universum, siehe auch 4.4 und 5.7). Fiir massebehaftete Teilchen
sind die beiden Effekte der bekannten Gravitationsanziehung und der durch A bewirkten Absto-
Bung (falls A > 0, andernfalls ebenfalls eine Art Anziehung) iiberlagert. Dabei steigt der Anteil
der A-AbstoBung/Anziehung mit der Entfernung, wihrend der materiebezogene Gravitationsanteil
mit der Entfernung abnimmt.

Vor allem fiir die Erklarung der Voids erlangt damit die kosmologische Konstante eine beson-
dere Bedeutung: Wo weniger Materie ist, innerhalb der Voids also, dort ist ja auch der Einflufl der
AbstoBlung grofier als in dichten Materiebereichen anzunehmen; in nahezu vollkommen materiefrei-
en Bereichen schliellich ist ausschliefllich die kosmologische Konstante fiir die Bewegung etwaiger
vorhandener kleiner Partikel verantwortlich. Genau diesen Einfluf3 der kosmologischen Kon-
stante auf die Entwicklung der Voids im expandierenden Universum zu untersuchen ist
das Thema der vorliegenden Arbeit. Die géingigen Modelle nehmen entweder A = 0 an oder ver-
wenden Naherungen, in denen die kosmologische Konstante eine kaum merkliche Rolle spielt. Das
hier verwendete Modell - sogenannte Tolman-Metrik mit A, siehe 6.2 - behandelt den allgemeinre-
lativistischen Fall von Staub in einer kugelsymmetrischen Verteilung. Es eignet sich somit bestens
zur Beschreibung einer Vakuumblase in der Zeit nach der Rekombination. Modellrechnungen zei-
gen, dafl sich solche Vakuumblasen - oder auch nur Regionen verminderter Dichte - im Laufe der
Zeit tiberproportional ausdehnen und daf sich an ihren Réndern, dort wo die Vakuumregion mit
dem umgebenden, homogenen Universum zusammenstoft, Auflenmaterie ansammelt und verdich-
tet. Damit 148t sich vermuten, dafl dieser Prozefl solange fortgesetzt wird, bis zwei oder mehrere
solcher Vakuumblasen zusammenstofen und sich gegenseitig in ihrer Entwicklung aufhalten. Die
dann durch den Zusammenprall entstehenden hohen Materieverdichtungen bilden natiirlich ideale
Keime fiir die Galaxienentstehung. Mit dem Modell der expandierenden Vakuumblasen lassen sich
letztlich die heutigen groflen Strukturen hervorragend erkldren - im Gegensatz zum Modell der
kontrahierenden Materieklumpungen.

Bleibt nur noch der Einfufl der kosmologischen Konstanten auf diese Entwicklung zu klédren:
Die Rechnungen zeigen, dafl die Voids - entgegen den urspriinglichen Vermutungen - auch ohne
A expandieren, mit A > 0 allerdings in stdrkerem Ausmafl, und zwar umso stérker, desto grofler
die anfiangliche Dichteschwankung ist. Eine materiefreie Vakuumblase wiirde in einem Standard-
modell mit A = 0 um 832% relativ zum homogenen Hintergrunduniversum expandieren (bei einer
Materieverdichtung in den Randzonen von ca. 1500%), in einem vergleichbaren Modell mit A > 0
aber um 1051%. Nun gibt es zum Zeitpunkt der Rekombination aber keine echten Vakuumblasen,
sondern nur Dichteschwankungen. Der ,, Aufbldheffekt* der Voids ist hierbei dementsprechend ge-
ringer, bei einer anfinglichen Dichteschwankung von 1073 ergibt sich bei A = 0 immer noch eine
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Expansion von ca. 120%, mit A > 0 aber immerhin 140%. Der von A hervorgerufene Unterschied
von 20% ist somit nicht iiberwiiltigend grof3, aber immerhin vorhanden.

Als vorldufiges Resultat ergibt sich somit, dafl die kosmologische Konstante zwar nicht not-
wendig ist, um die heute beobachtbaren Strukturen zu erkldren, aber dennoch einen merklichen
Einflufl ausgeiibt hat bzw. ausiibt.

1.2 Ubersicht

Der Text behandelt in Kapitel 2 die Grundziige der Riemannschen Geometrie, deren Sprache und
Formalismen in der Allgemeinen Relativititstheorie Anwendung finden. Dabei wurde versucht,
alle vorkommenden Begriffe aufbauend und méoglichst anschaulich anhand von Graphiken zu er-
klaren. Kapitel 3 behandelt den Anschluf§ der Riemannschen Geometrie an die Physik in Form der
Einsteinschen Feldgleichungen. Kapitel 4 zeigt als Beispiel der Anwendung der Einsteinschen Feld-
gleichungen die Behandlung der ,,Schwarzen Locher® im Rahmen der statischen Vakuumlosungen,
wobei die dabei hergeleitete Schwarzschildmetrik auch im Rahmen der kosmologischen Behandlung
von Materieklumpungen noch einmal auftritt. Kapitel 5 beschéftigt sich mit den homogenen Welt-
modellen der Standardkosmologie einschliellich der kosmologischen Konstante und beschreibt die
Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen fiir ein homogenes Weltmodell. Kapitel 6 schliefilich
behandelt einige Moglichkeiten zur Behandlung eines inhomogenen Kosmos und stellt die dazu
durchgefiihrten Modellrechnungen vor.
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2 Riemannsche Geometrie

2.1 Mathematische Grundbegriffe

Sei A eine Menge. Eine Teilmenge 7 der Potenzmenge P(A) ist eine Topologie genau dann, wenn
gilt:

1. Beliebige Vereinigungen von Elementen aus 7 sind wieder in 7 enthalten, d.h. mit I beliebige
Indexmenge, Vi € I, A, € T gilt: Y A, €T
il
2. Endliche Schnitte von Elementen aus 7 sind wieder in 7 enthalten, d.h. mit N e N, A, € T

N
gilt: m A, eT
=0

3. Die leere Menge und die Menge A selbst sind in 7 enthalten, d.h. §, A € T

Eine Menge A zusammen mit einer Topologie auf dieser Menge ist ein topologischer Raum. Eine
Teilmenge U C A ist eine Umgebung eines Elementes x € A genau dann, wenn gilt: 30 € 7, x €
0,0CU.

2.2 Mannigfaltigkeiten

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M ist ein topologischer Raum mit der Hausdorff-Eigenschaft
(Trennungsaxiom) und einem Atlas (siehe unten). ,Hausdorffsch® bedeutet: Fiir zwei beliebige
Punkte P,Q € M existieren Umgebungen Up,Ug, sodafl deren Schnittmenge Up N Ug leer ist.

Eine Karte {z*}, p = 0,...,n—1, ist ein Diffeomorphismus (d.h. eine bijektive, differenzierbare
Abbildung), der einem Punkt P einer Mannigfaltigkeit M n Zahlen € R zuordnet:

{z/'} : M —R"
P — (a"(P))

(Wobei Definitionsmenge und Bildmenge auch nur jeweils offene Teilmengen sein kénnen.) Eine
Karte, die nicht ganz M beschreibt, ist eine lokale Karte. Bei einer Kartenfunktion z* : M — R
handelt es sich eigentlich um eine Mef3vorschrift, die angibt, wie einem Punkt P € M eine Zahl
zuzuordnen ist, und die nicht weiter mathematisch darstellbar ist. Beispiele sind die kartesischen
Kartenfunktionen {z,y, 2z} oder auch die Polarkoordinaten {r,d, ¢}. Die Funktion z wird durch
die Beschreibung einer Lingenmessung dargestellt, die Funktion ¢ durch die Beschreibung einer
Winkelmessune.
M

ﬂh"‘ﬁ

+P

S

R
-

L
X x(P) x(Q)

Ist jedoch einmal eine Karte durch ihre Kartenfunktionen bestimmt, kénnen weitere Karten aus
ihr gebildet werden, indem eine Koordinatentransformation angegeben wird: Seien {z*} und {z*}
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zwei Karten (Anmerkung: Karten werden hier aus praktischen Griinden anhand ihrer Indizierung
unterschieden; d.h. man unterscheidet z' # z', 22 # 2? etc.). Die Umkehrfunktion {z#}~*
der Karte {z*}(die existiert, da {a*} bijektiv ist) ist eine Funktion R™ O I — M. Die f-te
Kartenfunktion z#(P), P € M 14t sich iiber die Kartenfunktionen a#(P) ausdriicken:

P(P) = o o () o {2#)(P)

Die Funktion z# o {z#}~! ist eine Funktion R"” — R (bzw. offener Teilmengen) und kann infolge-
dessen in mathematischen Termen wiedergegeben werden.

@ »
{z"}(P)
R e
BEISPIEL: Sei {2} eine kartesische Karte(z! = z,2? = y,23 = z)und {2} eine Karte in
Polarkoordinaten (z! = r,2? = 9,23 = ¢). Die Koordinatentransformation von {z”} nach {x#}

lautet dann:

x(r,9,p) = rsindcosyp
y(r,9,0) = rsindsing
z(r, ¥, ¢) = rcosd

Die dazu inverse Koordinatentransformation von {z*} nach {z*} lautet:

r(z,y,z) = Vat+y?+22
/22 102
Hx,y,z) = arctan <a?7+y>

z
/2 cx =0,y >0
( ) 3m/2 x=0,y<0
z,Y,2) =
Y arctan £ x>0

arctan £ 47 1z <0

ANMERKUNG: Die obige Kartentransformation ist fiir x = y = z = 0 nicht definiert und fiihrt
dort zu einer sog. Koordinatensingularitiat, wie sie spéter auch im Fall der Schwarzschildkarte
(vgl. 4.8) auftritt.

Eine Menge von Karten, die jeweils Teilgebiete einer Mannigfaltigkeit umfassen, zusammen
ganz M beschreiben und deren Koordinatentransformationen C* sind, bildet einen Atlas. Zwei At-
lanten sind kompatibel, wenn ihre wechselseitigen Koordinatentransformationen ganz M iiberdecken.
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Die Vereinigung aller zu einem festen Atlas kompatiblen Atlanten bildet einen vollstindigen Atlas;
er enthélt alle fiir eine Mannigfaltigkeit moglichen Karten. Das kartesische Produkt A x B zweier
Mannigfaltigkeiten A und B ist eine Mannigfaltigkeit, in der jedem Punkt p € A und ¢ € B mit
den Koordinaten (2%) bzw. (y7) der Punkt p x ¢ mit den Koordinaten (z*,y’) zugeordnet wird.

2.3 Kurven

Eine Kurve ist eine Abbildung ¢ : R — M : s — ¢(s), die einer Zahl s € R einen Punkt ¢(s) € M
zuordnet. s wird der Kurvenparameter genannt.

R

o

S1 52 53 54
Die Hintereinanderausfithrung einer Kartenfunktion nach einer Kurvenfunktion liefert n Funk-

tionen ¢*(s) : R — R. Diese n Funktionen werden die Darstellung der Kurve ¢ in der Karte {z"}
genannt:

q"(s) =" (q(s)) = 2" 0 q(s)

BEISPIEL: Darstellung einer Geraden in Polarkoordinaten.
Eine Gerade im R? kann wie folgt parametrisiert dargestellt werden:

z(s):=q¢"(s) = s
y(s) :=q¢"(s) = k-s+d

(Parametrisierung nach der x-Achse). Mit der Koordinatentransformation

¢ = arctan(y/x)
r = \/ 2 +y2

ergibt sich:

s-k+d
tanp = ———
]
2
= P4 (s k+d)?=s1+tan?p) = 82
N——— COs~ @
stan ¢

Aus tanp = k + d/s folgt

5 d
 tang — k
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und damit schlieB3lich:

d

rle) = sin — kcos ¢

bzw. mit einem nach dem Winkel ¢ ausgelegten Bahnparameter s,:

q*(sp) = sy
d

T
s = —
a (s) sin s, — kcos s,

Die Menge aller durch eine Kurve beschriebenen Punkte in der Mannigfaltigkeit M stellt eine
Linie dar. Eine Linie kann durch unendlich viele Kurven beschrieben werden, die sich durch
ihre Parametrisierung unterscheiden. Die Umkehrfunktionen der Kartenfunktionen (z#)~! sind
ebenfalls Funktionen R — M und stellen daher Kurven dar. Die durch sie gebildeten Linien
sind die Koordinatenlinien. Sie sind die Menge aller Punkte P € M mit n — 1 festen und einer
laufenden Koordinate. (Umkehrfunktion einer Mefvorschrift: Mif} alle gegebenen Punkte und
markiere diejenigen, fiir die der Mefivorgang den gleichen Zahlenwert ergibt.)

BEISPIEL: Koordinatenlinien der Polarkoordinaten im R?:

< DR ol
- 277 d.h nur r variabel
p fix
,)"
o @)
) _.:){ d.h nur ¢ variabel
--------- r fix
B I

2.4 Tangentialvektoren

Der Tangentialvektor an eine Kurve ¢(s) ist definiert als die Operation %, die einer Funktion f
den Zahlenwert

d, d o fla(s+h) = fla(s)
o/ = 7 la(s) = Jim 5

zuordnet.
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In einer Karte {z/}:

_ OF dar((s) _ de(als) O

© Oxk ds ds oxH

_da") 9 b iy Dy
= =0 g =G5 = fud

2 7(al)) = - @0l 7 (a(s)), 7 als)), )

Jeder Tangentialvektor kann somit als Linearkombination der Ableitungen nach den Kartenfunk-
tionen geschrieben werden:

d 0
2 g —. 4
. q(S)axﬂ g

Die Funktionen ¢/ sind die Komponenten des Tangentialvektors ¢ in der Karte {«*}(Vgl. [12], p.

15f). Ist f eine Kartenfunktion z¥, so liefert d% genau die v-te Komponente ¢”:

D lal) = () o

Die partiellen Ableitungen nach den Kartenfunktionen erfiillen das Vektorraumaxiom

0 0 0 0

(a% + b@x”)f - a(ﬁx/‘ f+ b(ax”

)

(wobei f eine Funktion ist und a, b Zahlen), und spannen daher einen Vektorraum auf, den soge-
nannten Tangentialraum Tp(M) der Mannigfaltigkeit M am Punkt P. Die Koordinatenfunktionen
z# induzieren eine Basis {8%} in Tp(M). Im weiteren wird die Abkiirzung

9, = -0

= Oan
verwendet. Manchmal wird auch die Schreibweise 5# gebraucht, um die Vektoreigenschaft der
partiellen Ableitung zu verdeutlichen.
2.4.1 Kartentransformation

Fiir die Basisvektoren der Tangentialrdume {5#} in einer Karte {z#} bzw. {z#} in der Karte {z"}
gilt:

= 0 ozt 0 —
i=E——=——— =040
B 0zl QxR Oxr peooH
ag sind die inneren Ableitungen der Koordinatentransformation:
b Oz (zh) o OxP(zH)
me Oxh we Ozt

Ein Tangentialvektor v kann in zwei verschiedenen Karten dargestellt werden:
v=v"9, = vFld; =" (af—j@u)

Daraus folgt, daf} sich die Komponenten eines Tangentialvektors umgekehrt wie die Basisvektoren
transformieren miissen:

vH = agvﬁ o, = aﬁaﬁ
Durch dieses Transformationsverhalten ist es gewéhrleistet, dal das geometrische Objekt v un-
abhangig von der verwendeten Karte behandelt werden kann. Die zugrundeliegende Idee dabei

ist das Kovarianzprinzip: Die Physik ist unabhéngig vom Beobachter und unabhéngig von einer
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speziellen Karte zu beschreiben. Die aﬁ{ lassen sich als n x n Koordinatentransformationsmatrizen
schreiben. Um den Ubergang zweier Karten zu behandeln, sind insgesamt vier solcher Matrizen
notwendig, da jede der beiden Transformationsmatrizen (Hin- und Riicktransformation) in beiden
Karten dargestellt werden mu8f.

BEISPIEL: Transformationsmatrizen im R®, kartesisch {x#} — sphérisch {z"}:

ox x oz __ Tz ox

or — /22 4 y2 422 99 — /22 +y2 Do =Y
9y _ Yy 9y Y-z Oy

Moo _ - J gy
ap(z') = ar [tgite2 09 o dg
Oz _ _ =2 9z _ _ /)2 2 9z _
or T Jerrygrter 00 2 +y® 55 =0

Bl —
Oéu(l' ) -
or . x L -z
oz /22 +y2 22 dy /22 +y2+22 0z /22 +y2 22
99 z-z 99 y-z 29 _ _ \TP+y?

or y or _

0z T [yt erhyr4e?) O o) 0 TAUEE
O _ _ _y Q¢ _ _x 99 _
ox z2+y? oy z2+y? 0z
Transformationsmatrizen sphérisch {2} — kartesisch {z*}:
o (ah) =
92 —sin (9) - cos (p) 9% =r-cos (V) - cos (¢) g—z = —r-sin (¥) - sin ()
g—-:{ = gin (¢) - sin (p) g—g =1 - cos (9) - sin (p) g—i’; =7 -sin (9) - cos (¢)
%:cos(ﬂ) g—gz—r-sin(ﬁ) g—;—O
or _ ¢ Ir _ ¢ i or _
g5 =sin (V) - cos () g5, =sin(V)-sin(p) FL = cos (V)
B(pP) — 90 _ cos(p)-cos(¥) 99 _ sin(p)-cos(d) 99 _ _ sin(¥9)
«@ (l‘ ) - ox T oy r 0z r
0p _ _ sin(p) 0 _ cos(p) 2% _
oz r-sin(9) Oy r-sin(9) 0z
Im Detail:
of = dx®  0z(r, 9, p) _ A(r cos )  cosd = z

T ot or or /22 + y2 + 22

Eine Funktion v, die jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor v(P) € T,,(M) zuordnet, ist ein
Vektorfeld. Der Raum der Vektorfelder wird mit 7*(M) bezeichnet.

2.5 Kovektoren

Sei v ein Tangentialvektor und f eine Funktion M — R. Dann liefert die Anwendung des Tan-
gentialvektors v auf die Funktion f eine Zahl:

o(f)eR

In (2.4) wurde dieser Ausdruck fiir ein fixes v und beliebige f behandelt. Genausogut kann man
ihn aber auch fiir beliebige v und ein fixes f betrachten; dann definiert er eine Funktion df, die
jedem Tangentialvektor v eine Zahl df (v) € R zuordnet:

df : Tp(M) — R
o e df () = ()

Die Funktion df wird eine 1-Form genannt. Die 1-Formen haben Vektoreigenschaft

(a-df +b-dg)(v) =v(a-f+b-g)=a - v(f)+b-v(g) =a-df(v)+b-dg(v)
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und spannen daher einen Vektorraum auf, den Kotangentialraum T3 (M); seine Elemente, die
Kovektoren, sind die linearen Funktionen Tp(M) — R. In einer Karte {z*}:

_ o Of

A (0) = 0(f) = V" Ou(f) = " 5 = v f
Sei v der pu-te Basisvektor d,,:
of
df(au) = au(f) = % = f,u
Sei f die u-te Kartenfunktion xz#:
“w
dx*(v) = dz"(v”0,) = v” gzu = Yol =¥

Dabher:

df(’U) = ’Ulufvu = dm#(v) ’ fau = fau -dm“(v)

Somit kann jeder Kovektor in der durch die Kartenfunktionen induzierten Basis {dz*} dargestellt
werden:

of

It T,
Dk dzx

df = fdat =

Die Anwendung eines Kovektors auf einen Vektor besitzt Ahnlichkeit mit einem Skalarprodukt
und wird daher oft auch als solches geschrieben:

< df,v >:=df (v)
In einer Karte:
<df,v >=< f,dz" 00, >= f " <da", 0, >= f 0 05 = f o

Die Basisvektoren des Tangentialraumes J,, und des Kotangentialraumes dz* sind orthogonal
zueinander,der Kotangentialraum T3 (M) ist zum Tangentialraum Tp(M) dual. Ist V € TH(M)
und u € Tp(M), so liefert < V,u >€ R eine Zahl. Genausogut kann man auch sagen, dafl ein
Tangentialvektor auf einen Kovektor angewandt wird. Der Tangentialraum kann also auch als der
Raum der linearen Funktionen T5 (M) — R aufgefafit werden.

2.5.1 Kartentransformation

Kotangentialvektoren transformieren sich invers zu den Tangentialvektoren; es gilt:
df = fudat = fada® = frolhdxt
daher:

fﬁ = O‘gfu
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2.6 Notation

Bei Tensorausdriicken wird in der Indexschreibweise zwischen kovarianten und kontravarianten
Tensoren nicht unterschieden. Bei kartenfreien Ausdriicken werden Grofibuchstaben fiir kovariante
Tensoren und Kleinbuchstaben fiir kontravariante Tensoren verwendet. Z.B.:

G(k,k) = g(K,K)

[ |
JuvkH kY g kuk,

2.7 Die Tangentialabbildung

Seien M und N Mannigfaltigkeiten und ¢(s) : R — M eine Kurve in M. Zudem sei & : M — N
eine Abbildung von M nach N. Vermoge ® ist eine Kurve 4(s) : R — N definiert:

q(s) == @(q(s))

(@)

Zur Kurve q(s) existiert ein Tangentialvektor ¢(s) € Ty sy (M), zu ¢(s) der Tangentialvektor q(s) €
Ty(s)(N). Zwischen diesen besteht unter Verwendung der Karten {z"} auf M und {z*} auf N die
Beziehung:

its) = ra, = Wy, o WD, OO, e ()

Die Funktion T'(®) : Ty(s)(M) — Ty5)(N) wird als Tangentialabbildung bezeichnet.
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2.8 FluBBabbildungen

Sei v € TY(M) ein Vektorfeld. Dieses definiert eine Schar von Integralkurven ®, indem der
Tangentialvektor jeder Integralkurve an jedem Punkt mit dem Vektorfeld zusammenféllt, d.h.
Vp € M gilt: 4(p) = v(P4(p))-

A e
AT

Do(p) =p
(I)S(q’t(p)) = q’sjtt(p
dt(I)t(p)|t:o = D p) = 'U(p)

(I)tz (p2) P, (pl)

(I)m (pO)

Im folgenden wird oft die Abkiirzung & := &, verwendet.
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2.9 Die Lie-Ableitung

Seien u,v € T'(M) Vektorfelder. Uber das Vektorfeld u ist gem#B 2.8 eine FluBabbildung ®;(p)
mit & = u festgelegt. Die Riickabbildung ist eine Funktion ®} : T, (p,) (M) — Tp, (M) und iiber
die Tangentialabbildung definiert:

®; (0(@(p)) ) = T(27 ) ( v(Pe(p)) )

Die Lie-Ableitung ist definiert als die Anderung der Riickabbildung:

fvim %cp:( o(®i(po)) )

u t—0

— lim E@; (W(@4(po))) — v(po))

t=0

LV
‘\

~ Cbo (PO)

®; (0(®4(po)))

In einer Karte {a*}:

so= 5 (B @,

Do

oxV -
_ (‘3((1);1)“ v d(P¢(po))? 9. 4+
oz |,_, 0z° dt —
—_———— S
ot u (@0 (p))],_o
9 (d(@h)" v _
o ()] ] o -
Es gilt:
A Hp)|  d@_)p)| d@)(p) B
dt =0 - dt -0 - dS tf_ot - _(b(p) - _U(p)
Folglich:
gv=
o, 0 v
=5t g @t [ e o,

=0k, u’0, —u',, V"0, =uov—vou=:|u,v]



2 RIEMANNSCHE GEOMETRIE 19

2.10 Die Metrik

Die Metrik G ist eine symmetrische Bilinearform auf den Tangentialvektoren, d.h. G ist eine
bilineare Funktion Tp(M) x Tp(M) — R. Seien u,v,w Tangentialvektoren, A ein Skalar und g eine
Metrik. So gilt:

Glu+ X w,v) = Gu,v)+ A Glw,v) (1)
Gu,v+A-w) = Gu,v)+ A Glu,w) (2)
G(u,v) = G(v,u) (3)
In der allgemeinen Relativitéitstheorie findet eine Metrik der Signatur (+,—, —, —) Anwendung;
damit lassen sich drei Klassen von Tangentialvektoren unterscheiden:
e G(v,v)>0 — v ,zeitartig®
o G(w,w)=0 — w ,lichtartig*
o G(u,u) <0 — u ,raumartig

Die Metrik definiert die Lénge eines zeitartigen Tangentialvektors:
[v] := /G (v,v)
bzw. eines raumartigen Tangentialvektors:
lu] := v/ —G(u,u)
und den Winkel zwischen zwei raumartigen Tangentialvektoren:

cosa(u,v) := G(u,v) _ G(u,v)
’ ul - [v] G(u,u) - G(v,v)

In einer Karte {z#}:
G(u,v) = G(u"0,,v"0,) = u" - v" - G(04,0,) =:u" - v” - g

Die g,, sind die Komponenten der Metrik G in der Karte {z*}. Da G symmetrisch ist, gilt
Juv = Guu; bei n = 4 besitzt die Metrik n? = 16 Komponenten, 10 bestimmen die Metrik
eindeutig.

Uber die Metrik ist die Linge einer Bahnkurve definiert:

52

Lo = / G((s), 4(s))]ds

51

2.10.1 Die Kometrik

Falls die Matrix (g, ) invertierbar ist (nicht ausgeartete Metrik), dann kann in der folgenden Weise
eine auf die Kovektoren definierte Kometrik g definiert werden:

guugy)\ = 62

2.10.2 Kartentransformation

Die euklidische Metrik ¢ in der kartesischen Karte {x,y, z} hat die Form

1 00
01 0
0 0 1
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In einer sphérischen Karte r; 9, ¢ nehmen ihre Komponenten die Form

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2.sin%9

an. BEISPIEL: Betrag der Geschwindigkeit ¢(s) = 70, + 90y + POt
|q'(s)|2 =72 4+ 1292 4+ 12 sin? 9>

2.11 Geoditen und Christoffelsymbole

20

(4)

Extremallinien (bzw.: Minimallinien) sind definiert als die extremste (kiirzeste) Verbindung
zwischen zwei Punkten und werden durch die Metrik bestimmt. Eine Kurve ¢(s) ist genau dann
die kiirzeste (oder lingste) Verbindung zwischen den beiden Punkten ¢(s1) und ¢(s2), wenn gilt

/ |G(4(s),q(s))|ds = Extremum

S1

Dieses Extremalprinzip ist der Lagrangeschen Formulierung der Mechanik &hnlich; dort ist g(s)

die wahre Bahn eines Teilchens, wenn gilt:

52

/E(qk (s),¢"(s))ds = Extremum

S1

Aus

folgen iiber

[ 0L 32
[ 0L 6,8 d
(partiell integrieren) :/ _gqiéqk — (i(?;) 5qk} ds
[ 0L d 0¢g k
—/ o s e
die Euler-Lagrange-Gleichungen
oe _doe
dqk  ds OgF

Wird hier als Lagrangefunktion die Lénge des Tangentialvektors an die Bahnkurve angenommen,

£(¢"(5),d"(s)) = VIG(d(5),4(5))| = \/ 163" g |
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so sind die Losungen Minimallinien; die Parametrisierung ist beliebig. Wird als Lagrangefunktion
das Quadrat der Linge angenommen,

£(¢"(s),d"(s)) = G(d(s),d(5)) = ¢"¢" gy

so sind die Losungen nach der Bogenldnge parametrisierte Minimallinien, sogenannte
Geoditen. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann:

0L 09 .
Rk pa = 00 Guv.a

oL d(¢"¢"g . . . . .
_ M — quguy(sg + quguy(gg _ qugow + qugua _ lemq,u

g g~
d 0L d d d
2 C 290 =2 2040 ) G+ 2gu0—H =
ds 0¢* ds( I ¢") (dsg” )q + 29u dsq
0Gpa d )\ . . . ;
2 (T;;Eq )gﬂ +2g,uaqu = 2(gua>uq ql +guaqu)

Damit lautet die Geodétengleichung:

0L d 0L
= — — — — = MG — 2 WYl ok e
o dsoq 19 9w (Gpaw §" 4" + guad")

. 1 -
— 2guaqu -2 (guaw _59#1/7(1) q’q"

Wird diese Gleichung mit —% ¢™* multipliziert, so folgt:

. 1 .
§* + 59“ (29u0r —Gusa ) 474" =0

::A;}V
Wegen

—N = A, 70" = A" = AL = 5 (AL, + AD,) 6

:

—-T'>
=T,

kénnen die Christoffelsymbole als symmetrischer Anteil (Fﬁu = I‘fj‘u) der Vorfaktoren Aﬁu
definiert werden:

1 1 1 1
F;\w = 59/\04 (5 (ZQMO(?V _gm/aoz) + 5 (291/047;1, —Grpra )) = §g>\a (g;wul/ +guam _guuya) (5)

Unter Verwendung der kurvenunabhéngigen Christoffelsymbole lautet die Geodédtengleichung fiir
eine beliebige Bahnkurve:

it +T),4"¢" =0 (6)

2.11.1 Koordinatentransformation

Die Christoffelsymbole bilden zwar ein dreistufiges geometrisches Objekt, aber keinen Tensor,
da ihr Transformationsverhalten von dem eines Tensors abweicht, wie die folgende Rechnung,
ausgehend von der Definitionsgleichung der Christoffelsymbole,

1
F}),\LV = EQAU (guow +9ovsp —Guvro )
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zeigen wird. Dazu soll zuerst die Ableitung der Komponenten des metrischen Tensors in einer
Karte {z"} dargestellt werden:

(L f G _ B .5 iG i G
Juov = (aﬁaggﬂz?) w = aﬁw Q,9n5 + CVZCVUW 9ps + aﬁaggﬂ(rw

ANMERKUNG: Die partielle Ableitung eines zweistufigen Tensors wie der Metrik ergibt offensicht-
lich keinen Tensor, wie aus obiger Gleichung ersichtlich ist. Diese Feststellung miindet in die
Einfiihrung der kovarianten Ableitung, die in 2.12 erkldrt wird.
Die Ableitung nach der v-ten Koordinatenfunktion kann unter Verwendung der Kettenregel
als Ableitung nach der r-ten Koordinatenfunktion geschrieben werden:
0 dz” 0

9posv = wgﬁa— = a5
Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir die restlichen Terme des Christoffelsymbols:
go’lMu = agw. aZgE'D + Oégazm 95 + agvu azaﬁgﬁﬁaﬂ
und

_ B . i.7 G
Juvso = Qo O Gpp + 0,006 Gup + 04, 00,00Gnp 6

Der in Klammern gesetzte Unterausdruck des Christoffelsymbols Ff;,j von oben ergibt sich nun als:

PG .G s 5 o iPoD iv
sy Qg dps + Ohag,y Gns + Qoo Oy Jon + Qg Goo — Chyse Oy Gas — 400 gup (T)
Dabei ist
a 0 Oxk 02z 92z z
ol = = = =
WY 9 9zt QxvOxt OxHOxv VK

Nach Einsetzen der daraus unmittelbar folgenden Umformungen wie

D _ G
Qo 9o = Qg 9o = Qs Yha

ergibt sich fiir die sechs letzten Terme in (7) der Ausdruck

P _
20500,V

Fiir die Christoffelsymbole ergibt sich schliellich

\R TN A o NG R, [
9" (9560 + 9505 —Gni-a ) apapag + a3agg™ agag,, gus

DN | =

A _ Ao
FW—a/—\aR

und nach Ausfithren der Summen die Transformationsformel der Christoffelsymbole:

A AT T A [
I, = osGpa),00 + agzag,,

Dabei bildet der erste Term den tensoriellen Anteil, der zweite Term den sog. inhomogenen Anteil.
Offenbar kann (T'3,) = 0 in einer Karte {2/} gelten, in einer anderen Karte {z*} jedoch kann
aber aufgrund des inhomogenen Anteiles (Ff;”) # 0 sein, was fiir einen Tensor nicht moglich wire.
Allerdings ist die Differenz zweier Christoffelsymbole ein Tensor, da bei der Subtraktion der inho-
mogene Anteil jeweils fortfillt; insbesondere ist daher auch die Variation der Christoffelsymbole
nach den metrischen Komponenten ein Tensor, was noch bei der Variation des Riccitensors, 3.3.3,
eine Rolle spielen wird.
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2.11.2 Lokal geoditische Normalkoordinaten

In einem drei- oder weniger dimensionalen Raum kann die Metrik immer durch Wahl eines ge-
eigneten Koordinatensystems auf Diagonalform gebracht werden, in vier oder mehr Dimensionen
ist dies global nur in Spezialfillen hoher Symmetrie moéglich. Es ist jedoch immer moglich, lokal,
d.h. in einem Punkt, ein Koordinatensystem zu finden, in dem I'}, (p) = 0 gilt. Ein solches Ko-
ordinatensystem heif3t normal geoddtisch. Ein normal geodétisches Koordinatensystem ist nicht
eindeutig. Alle Karten, deren Transformationsmatrizen aﬁ relativ zu einem normal geodétischen
Koordinatensystem die Bedingung

agaﬁ,u =0 (8)

erfiillen, sind ebenfalls normal geodétisch, wie unmittelbar aus der Transformationsformel der
Christoffelsymbole folgt. Da die Transformationsmatrizen invertierbar sein miissen, ist Bedingung
(8) gleichbedeutend mit aﬁ,y = 0, d.h. die Transformationsmatrizen afj sind koordinatenunab-
hingig bzw. konstant. Mogliche Losungen sind somit Rotationen und (Veloci-)Translationen
des Koordinatensystems entsprechend den Galilei- oder Lorentztransformation (die aber hier im
Unterschied zur Newtonschen Mechanik oder Speziellen Relativitéitstheorie nur in einem Punkt
ausgefiihrt werden konnen).
Die partielle Ableitung der Metrik kann iiber die Christoffelsymbole ausgedriickt werden:

1 1 1
ga,\F,’),, + g,\ufg\w = 5 gw\g’\” (g,m”, +Govop —Guvso ) + 5 g)\p,ng (gacnu +9ovra —Gavso ) = 5.9#&71/
g, o7

(9)

In einer normalgeoditischen Karte ist daher wegen I'j, = 0 auch g,a.,., = 0. ANMERKUNG:
Die zweiten Ableitungen der Metrik lassen sich nicht durch Wahl eines Koordinatensystems zum
Verschwinden bringen.

Uber die Beziehung

(9" Gov) An=052=0
lassen sich auch die partiellen Ableitungen der Kometrik iiber die partiellen Ableitungen der Metrik
ausdriicken:

K _ VK o
g o= —9""9"" gouv A ,

daher verschwinden auch die partiellen Ableitungen der Kometrik in einer normalgeoditischen
Karte.

2.12 Tangentialtransport, Richtungsableitung und Paralleltransport
Seien pg,p € M Punkte in der Mannigfaltigkeit M und v € 7*(M) ein Vektorfeld. Der Tangen-

tialtransport T ist eine Abbildung vom Tangentialraum im Punkt p in den Tangentialraum am
Punkt py (das Konzept des Tangentialtransportes stammt von Peter Wagner, [13]):
TP()(p’_) : TP(M) —>TP0(M)
v(p) > Tpo (P, 0(p))
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Der Tangentialtransport ist nicht ident mit dem 6fter genannten Paralleltransport; letzterer ist
nur definiert, wenn zwischen zwei Punkten genau eine Verbindungslinie existiert, entlang der ein
Vektor transportiert werden kann, wahrend der Tangentialtransport unabhéngig von etwaigen exi-
stierenden oder nicht existierenden Verbindungslinien immer existiert. Der Tangentialtransport
ist jedoch im Gegensatz zum Paralleltransport nicht eindeutig und nur fiir die nahe Umgebung
eines Punktes bestimmt, was aber keine Rolle fiir die behandelten geometrischen Operationen
spielt, zu deren Veranschaulichung der Tangentialtransport dient, da hierbei sowieso nur infini-
tesimale Umgebungen eines Punktes betrachtet werden. Eine Klasse von Tangentialtransporten,
die in erster Ordnung ident sind, heiflen dquivalent. Die erste Ordnung eines Paralleltransportes
legt eine Aquivalenzklasse von Tangentialtransporten fest.
Am Punkt pg selbst ist der Tangentialtransport die identische Abbildung:

Tpo (p07 ’U(po)) = ’U(po)
Der Tangentialtransport ist linear, d.h. fir A, p € R und v, w € T,(M) gilt:
Tpo (s A= 0(p) + - w(p)) = X7 (p, 0(p)) + 1+ Ty (p, w(p))
Speziell in einer Karte {z*}:

Tpo (0507 (P)0u (p)) = 0" (D)o (P5 0w (p)) =2 v” ()T} (0, P)Opu(P0)

Die 7,/ sind die Komponenten des Tangentialtransportes in der Karte {z*}.
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Der Tangentialtransport entlang einer Kurve ®; kann fiir kleines ¢ in einer Taylorreihe darge-
stellt werden:

Tpo (Pe(po), v(Pe(po))) =
0 Tp, (q)t<p0),v(<1>t(p0))> d I

v*(®4(p0))Ou(po) + - 3 2 - 2 (o) +

2 0% 1y (Pe(po), v(Pe(p0)) d oy, d _
9 kO 'Eq)t <p0>a¢t<p0>+'”—

P (u(p0))0uio) + £ () LT B0 e (P0)

=V

pnv

0o - D (po)| -+ =
t=0 t=0

. +2
=00, +t vV, 0, + 5

Die V¢, sind die Komponenten des Affinzusammenhanges V in einer Karte. Der Tangential-
transport lé8t sich somit in erster Ordnung wie folgt darstellen:

oo (@1(p0), 0(®1(po))) = "D, = v (81 + - 5,67) 9, (10)

Die Anderung eines Vektorfeldes v € 7 (M) unter dem Tangentialtransport entlang einer Bahn-
kurve ®; definiert die Richtungsableitung des Vektorfeldes v in Richtung des Tangentenvektors
P:

50 = 5 [ (@1(00), 0@ (p0))) g = i+ (7 (21(00), w(®1(p0)) — v(0))

Dieser Ausdruck hat die Struktur

df(g(x), hg(x))) _ 0f(..)dg(x)  Of(..)dh(g(x))
dz dg dz oh dzx

Somit ergibt sich fiir die Richtungsableitung:

Vi = 1 [ (@(p0), v(®1(0)) g

_ OTpe(...)
ozt

d @} (po)
dt

dv(P¢(po))
dt

O0Tpe(-..)
ov

(11)

t=0 t=0 t=0
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Dabei gilt:
O7po(---) _ 97 (®o(po),v(Po(p0)))  _ 97 (Po,v(po))  _ Ovlpo) _
v =0 v dv ov
Und in einer Karte {z*}:
dv(®¢(po)) Ov ddf ; '
GOFRLOTN — g, (v) = == Lt =T M
at |, )= e @ 0T O
Fiir den ersten Term aus (11) ergibt sich:
9 Tpy (Pi(Po), 0(Pe(po))) | _ 9 7po (Pe(po), 0" (Pe(po)) - o)
O zH 0 ot t=0
_ v aTPO ((Pt(p0)761/) v aTPO(povau)
= v"(P:(po));=o 5 o Y (po) =25 =
=v"(po) V7, (P0)0s

Eingesetzt in (11) folgt:
Vv = 0"V, 0, + 07, "0y = (v"V5, +17,,) D0, =:v7,,0"0,

Dabei ist v7,, die kovariante Ableitung des Vektorfeldes v.
Uber den Affinzusammenhang V lassen sich die Zusammenhangs-1-Formen definieren:

VE = VE da®

2.13 Die Beschleunigung

Die Beschleunigung kennt man iiblicherweise als die Anderung der Geschwindigkeit:

4= — q(8> = wéj(s)“

doch bei ndherem Hinsehen ist obiges Objekt gar nicht definiert, wie die Limesdarstellung ver-
deutlicht:

d . .1, .
s q(s) = Jim ~( d(s +h) = d(s) )
eTq(s+}1)(M) eTq(s) M)

Das Problem besteht darin, dafl zwei Objekte aus zwei unterschiedlichen Tangentialrdumen, na-
mentlich 75545 (M) und Ty s) (M), subtrahiert werden miiiten. Eine Subtraktion ist aber nur in
ein und demselben Tangentialraum moglich; die Definition der Beschleunigung erfordert daher die
Verwendung des Tangentialtransportes (2.12) 7 : Ty(sqn) (M) — Ty5)(M):

ds

(s) 1= 1m (706 (als + 1), (s + 1) = d(s))

Dieser Ausdruck entspricht genau der Definition der Richtungsableitung eines Vektorfeldes ¢ (¢
ist hier eine Vektorspur) in Richtung der Bahnkurve ¢, also

(IZVQQ'
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In der Newtonschen Mechanik sagt man: Ein Kdorper bewegt sich ohne den Finfluf$ einer dufleren
Kraft auf einer Geraden. Eine kraftefreie Bewegung impliziert wegen F' = ma eine unbeschleunigte
Bewegung, daher nennt man Kurven, fir die gilt, da V4¢ = 0, Geraden.

ANMERKUNG: Die mithilfe des Tangentialtransportes durchgefiihrte Ableitung nach dem Bahn-
parameter wird auch als die absolute Ableitung bezeichnet und mit ,,D“ geschrieben:

()= | it

In dieser Schreibweise kann die Beschleunigung als zweite absolute Ableitung nach dem Bahnpa-
rameter geschrieben werden:

D2
= 1)
wobei - etwas unsauber -
d D
q(s) ~ E(I(S) = D—S(J( )
identifiziert wird, wo doch eigentlich
d
q(s) = —
ds |4(s)
und nicht
d
i(s) = -a(s)

(vgl. 2.4). In dieser an die Newtonsche Mechanik angelehnten Schreibweise wird das Zahlen-
quadrupel {g*(s)} mit einem Tangentialvektor ¢ im Sinne eines Ortsvektors identifiziert, auf den
dann die Operation der absoluten Ableitung angewandt werden kann. Hohere Ableitungen berei-
ten jedoch keine derartigen Schwierigkeiten, da die absolute Ableitung aus einem Tangentialvektor,
z.B. §, wieder einen Tangentialvektor ergibt. Ableitungen wie ¢ sind ohne Konsistenzprobleme
darstellbar.

2.14 Parallelableitung und Torsion

An dieser Stelle fiihre ich zur Veranschaulichung, v. a. im Hinblick auf den Begriff der Torsi-
on, den Begriff der , Parallelableitung® ein. Die Parallelableitung 7 ist eine Operation, die in
der Differentialgeometrie sonst nicht auftritt, da sie als eine Kombination von Lie-Ableitung und
Richtungsableitung gebildet werden kann und somit nicht wirklich etwas Neues darstellt. Dennoch
kann sie auch als eigensténdige geometrische Operation angesehen werden. Um einen Tangential-
vektor in einen anderen Tangentialraum zu verschieben, bietet sich die Tangentialabbildung und
der Tangentialtransport an. Die Anderung eines Vektorfeldes unter der Tangentialabbildung ist
die Lieableitung, die Anderung eines Vektorfeldes unter dem Tangentialtransport ist die Rich-
tungsableitung. In diesen beiden Fillen werden benachbarte Vektoren eines Vektorfeldes zusam-
mengebracht und verglichen. Von Interesse ist es aber auch, einen Vektor auf die eine Weise zu
verschieben und auf die andere Weise wieder zuriickzuholen.

Anschaulich gibt die Parallelableitung die Abweichung ;v von der Parallelitét eines Tangen-
tialvektors v € T, (M) unter der FluBlabbildung der Kurve ®, an:

%w=%%@m&@nﬂmpfﬁgx%@mw@ v) —v)
_ anO(q)t(po),...) d I ano("'v(CI);tk)_l( )) d M
- Ot t=0 Eq)t t=0 i Dk d_ T t=0

= 0"V, 0,8" + 840,

(@
d 1\— Iz
AUCIRRO)
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Dabei ergibt sich:

-1
Ao d ey
g 1@ @) o dt < Da Y
t=0
d [od) ] 3] {d ]
= — v = — ok v’ = OF oY
dt {837” o Ozv ldt '],

Somit folgt fiir die Parallelableitung in einer Karte:
Ty = 0V, B0, + B, 000, = o (V7 + b, ) 0,
Vgl. mit der Richtungsableitung (dort ist v ein Vektorfeld):

_4d
Cdt

und der Lie-Ableitung;:

Vv = o [ (92(00),v(®1(p0)))] g = 0/ V5, 840, + 0., 9,

é}v = [é,v} =t (i>"8u —dH, v’ 0,

Daraus folgt die Beziehung;:
Tyv = Vv — [®, ]

Damit 1t sich die Torsion zweier Vektorfelder u,v € 71(M) (bzw. Vektoren) ausdriicken (mit
®,, U, Integralkurven zu u,v):

T(u,v) :== Vyv — Vyu — [u,v] = uv”(Vy, = V7 )0y
—rat— Vou = 5 1, (o), (8)7(8)) ~ 73, (elr0), S(Wp0)))]

=V = o = 1 (ulp0), B (i) — 5 (Walpo), ()4 ())]

t=0

t=0
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Zur Veranschaulichung kann die Torsion als Limes dargestellt werden:
T(u,v) := Vv — mpu

= % [Tpo (<I>t(po)7 t(po))) ~ Tpo (\I’t(po), (w;)—l(é(po)))]

t=0

(o
= tim 5 { [ (@000 (@1 (0))) — 0]
[0 (oo, () (@ (o)) ) — b(o0)] }
= fim = {Tpo (‘I%(po), \i/((bt(po))) + @(po)}

o (. 517 ) + ]

t—0 t

ANMERKUNG: Alle Vektoren sind aus T, (M):

GRAPHIK: Ausgangspunkt sind zwei Kurven ¥; und ®; (in erster Niherung Geraden, da dann
Terme hoherer Ordnung wegfallen) an einem Punkt py mit den Tangentialvektoren ¥ und . Im
Tangentialraum kann der Tangentialtransport als identische Abbildung betrachtet werden und
der Vektor W(®,(po)) an die Spitze des Vektors t®(pg) gezeichnet werden, die den Punkt ®,(p)
darstellen soll. Der resultierende Vektor bildet den ersten Term in der Limes-Darstellung. An die
Spitze des Vektors t¥(pg), die den Punkt \Ilt(po) repriisentieren soll, kann der aus der FluBBabbil-
dung unter ¥} hervorgegangene Vektor ¢(¥;)~ (@(po)) eingezeichnet werden. Der resultierende
Vektor entspricht dem zweiten Term. Die Differenz beider Vektoren ist die Torsion von é und V.
Nichtverschwindende Torsion bedeutet, dafl sich die durch eine Gerade hervorgerufene FluB3abbil-
dung eines Vektors vom Tangentialtransport entlang dieser Geraden unterscheidet. Anschaulich:
Durch den Tangentialtransport entlang einer Geraden wird ein Tangentialvektor ,,gedreht“ (wobei
diese Drehung eigentlich nur mithilfe einer Metrik gemessen werden kann, sie wird aber durch den
Vergleich mit der Flulabbildung, die selbst keine Drehung hervorrufen kann, ebenfalls sichtbar).

Oder: Die Torsion T bestimmt, ob durch Vektorfelder aufgespannte Parallelogramme geschlos-
sen sind.

SCHLUSSANMERKUNG: Bei verschwindender Torsion ist die Parallelableitung identisch mit der
Richtungsableitung unter Vertauschung der Argumente.
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2.15 Metrik und Affinzusammenhang

Im Fall V§, = I'f, (Christoffel-Zusammenhang) sind Geraden gleich Geoditen (Vg = 0, der
Affinzusammenhang ist mit der Metrik vertriglich, parallelverschobene Vektoren behalten ihre
Linge); zudem gilt: g, =0. Beweis fir ' =V = g, =0

J— K K
Juvie = Guvro —9ux Voo — gnuv;m

1
= Yuvie — Guk ig’w (gl/gw +Goo v _guaag)

1
— Gkv 59'{@ (gpgya +9005u —9uoso )

1 1
= Yuvio 75 (g,uwcr +g,uaau —Guosu ) - 5 (g;waa +gyaa,u —Yuo v ) =0

Daraus folgt, dafl Indexziehen und kovariante Ableitung vertauschen; Beispiel:

Aﬁ;y = (gqugg);y = Guo;v A% + guaAgg;u = guUAgg;y
——

0

Umgekehrt folgt aus g, =0 = I' =V genau dann, wenn die Torsion T, = Vy, — V7,
verschwindet.

ANMERKUNG: Es gab Versuche, eine einheitliche Feldtheorie aufzubauen, indem zus#tzlich ein
Kontorsionstensor o eingefithrt wird, sodafl

Viw =T + o5,

wobei o aus dem 4er Potential A, zu konstruieren ist. Dabei treten jedoch Probleme mit der Eich-
invarianz auf. In den Einstein-Cartan-Theorien schlieBlich werden g,,,, und V3, als unabhéngige
Variablen behandelt. Weitere Ideen einer einheitlichen Feldtheorie, die von Einstein selbst ausgin-
gen, bestanden darin, die metrischen Komponenten komplex zu wihlen oder auf die Symmetrie
des metrischen Tensors zu verzichten.

Aus g, = 0 folgt die Beziehung (vgl. (9) in 2.11.2)

Guvso = gynvﬁg + gHVVZO'

Sei det g die Determinante der Matrix (g,,). Es gilt (ganz allgemein fiir beliebige invertierbare
Matrizen, Herleitung siehe Abschnitt 3.3 ):

0 det g
9 Guo

= det g g"°

Aus diesen beiden Beziehungen 148t sich die folgende, praktische Gleichung ableiten:

1 1 1

Iny/—det g),, = —det g),, = —————(—det g),,

(In et g). V—det g 2¢/—det g( et 9) 2 (—det g)( °t g)
1 0 (—det g) 1

= oW T N7 a4 —det ne o
2 (—det g)  Oguo I 2 (—det g)( et 9) 9" 9u

1 1
= 59#071/ guo = 59“0 (nggy + gHGvZV)
1 1
= 5 [&ngu + (5sz1,] = 5 [v:u + VZV]
= VL
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2.16 Der Riemannsche Kriimmungstensor

Wird ein Tangentialvektor entlang einer geschlossenen Kurve auf einer gekriimmten Oberfliche
verschoben, so stimmt er an seinem urspriinglichen Ausgangsort nicht mehr iiberein; nur in einem
flachen Raum f&llt der verschobene Vektor mit dem urspriinglichen zusammen. Die Gréfle dieser
Abweichung ist daher ein Maf fiir die Kriimmung des Raumes.

BEISPIEL:

Beim Transport eines Tangentialvek-
tors auf einer Kugeloberfliche entlang
einer geschlossenen Linie &dndert sich die
Richtung des Vektors am Punkt p nach
einem Umlauf:

2.16.1 Anschauliche Definition

Der Riemannsche Kriimmungstensor K liefert den Differenzvektor zwischen einem Ausgangsvektor
w nach der Verschiebung mithilfe des Tangentialtransportes entlang eines durch zwei Tangential-
vektoren u, v aufgespannten infinitesimalen Parallelogramms:

®4(Vs(po)) = ¥s(Pe(po))

“> K(u,v)w

Fiir ein fixes Parallelogramm bzw. Vektorpaar u, v ist K (u, v) eine (lineare) Abbildung innerhalb
des Tangentialraumes am Punkt pg:

K(u,v): Tp (M)

w

Die Verschiebung entlang des Parallelogramms erfolgt zuerst in Richtung des zweiten Argumentes,
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d.h.

w—a—b—c—d
v u —v —Uu

Hierdurch wird die Indexstellung der Komponenten des Kriimmungstensors in einer Karte festge-
legt:
K (u,v)w = [Kspu’vP](w"d,) = szu(svﬂw“&Y

K§ s sind die n* Komponenten des Kriimmungstensors in einer Karte.
Der verschobene Vektor d kann als Taylorreihe in den Parametern s, ¢ geschrieben werden:

d=w+ st K(u,v)w+ O(s?) + O(t?)

Terme in erster Ordnung in s und ¢ alleine treten nicht auf (wie auf S. 35 noch gezeigt wird).
Die Seiten des Parallelogramms werden durch die Integralkurven ®, ¥ zweier ( bis auf (13) belie-
biger) Vektorfelder ®, ¥ gebildet, die am Punkt py mit den Tangentialvektoren u, v iibereinstimmen

miissen (u = ®(pg) und v = ¥(py)):
d=w+ st K(® ¥)w=w"d, + stKZ(w(ifs\i/ﬁwua7 (12)

Anders kann der Kriimmungstensor als die Anderung der Verschiebung des Vektors w entlang des
Parallelogramms ¢, ¥, aufgefaflit werden:

2

0sot

K((i),\il)w = d(t,s; ®,U;w)

s=0,t=0
Die Vektorfelder ®, ¥ miissen die Eigenschaft besitzen, daf gilt:
s (Pi(po)) = Pe(Ps(po)) (13)
d.h. das Parallelogramm ist geschlossen. Bedingung (13) ist gleichbedeutend
[<i>, \II} =0 (14)

BEWEIS: Die Punkte eines Parallelogramms kénnen als eine parametrisierte Fliiche A(s,t) : R? —

M dargestellt werden, sodafl
A(s,t) = Ws(Pe(po)) = e(Vs(po))

Dann gilt:
B _ 0A(s,t)

P = O (Vs(po)) = En
S _ 0A(s,t)
U= W(@elpo)) = —5

Und damit:

.. .. . d. d. o2 o2
[cp, \II} = $(8) —¥(d) = S — T = o Als,t) = 5 A5 1) = 0

O

Mit den Tangentialvektoren v = ® und v =" ergibt sich fiir die jeweils verschobenen Tangenti-
alvektoren:

a= (771, (Ts(po), w) € Ty, (po) (M)
b= (T_l)qjs(po) (@:(Ps(po)),a) € To,(w,(po))(M) = Ty, (@,(po))(M) mach (13)
c= T3, (po) (s (Pt(po)), b) € T, (po) (M)

= Tpo (P¢(po); €) € Tp, (M)
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ANMERKUNG: Der Vektor w kann sowohl mithilfe der Umkehrabbildung des Tangentialtransportes
am Punkt pg (,,Schieben®) als auch mithilfe des Tangentialtransportes am Punkt W, (po) (,,Ziehen)
in den Tangentialraum Ty _(,,) (M) transportiert werden; in erster Ordnung sind beide Varianten
dquivalent (vgl. (10) ):

al=) = (T_l)p

o (Ws(po),w) = wt (771) | (po, Us(p0))0y = w (55 =5 Vouly, ‘ila) O
at) = T (po) (po,v) = w“TuV(‘I’s(Po)mo)aV = W”5Z -

vZH‘WS(pO) \Ijo-au

Wegen

v _ v v e\ v 2
SVl as o —S(Vw\po +5 V| B ) =5V, +0(s?)

U‘po
gilt daher
) =aD) —O(s?)

In einer Karte ergibt sich fiir die jeweils verschobenen Tangentialvektoren in erster Ordnung geméf
(10):

=a’0, = u(~—1\" U, , = w* (s¥ — V\ilg .,
a=a"0 w (T )M(po, s(po)) O w (“ sVou )3 oD (o)
b=0"0, = a” (171)" (Vy(py), (W, O = a’ (0% —tV",d?) 9,
(71 (W (p0). @1 (W (20) (o —tvgée)o, oo
c=c"00 = b (Dy(po), Uu(® Do = b" (62 +5V5,.97) 0,
(2(po), Ta(®:(po)) ( b ) (o)~ T, (B1(po))
d=d"9, = 7 (po, Pt(po)) Oy = (53 thvga(i)é) Oy
por=P:(po)

Da die Komponenten V7, Pe, V3§, und U” nicht am Punkt po ausgewertet werden, ist es notig,

auch diese als Taylorreihe darzustellen:

Vi Walp0) = i) 5 (o) 4
e(Wy(po)) = D°(po) + 5D, (po)¥° + ? e
VE@00) = Vo) + Ve () + 5
U2 (D,(py)) = ¢B(p0)+t\i/5,g(po)<i>c+§...

Somit ist auch die Verschiebung der Vektoren b und ¢ mithilfe einer Taylorreihe von Elementen
am Punkt pg darstellbar:

b = a (55 — t(V5, + 5V, U7 (D2 + 582, \iff)) Or

Po

c = o (5gj+s( gK+tvgmA<i>A)(\i/ﬁ+txifﬂ,<<i><))aa

Po

In erster Ordnung in s bzw. t ergibt sich:

b = a (ag —EVE, B0 — stVE L D — stV B0 xp) By
Po
c = b (53 + 5V 08 4 stVG, 0 MNP 4 51V, 05 ci><) e
Po
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Damit 148t sich der verschobene Vektor d direkt durch Einsetzen darstellen:
d(t, s; &, ¥ w) = w" (5g - sv;#xi/ff) (55 — 1V, B0 — stV UIDe — stVE He \1:)

(53 + 5V B8 4 VG, 0 MNP 4 51V, 07 <i><) (5(1 + tV}ai>5> o, =

= w (8 — sV5, 07 — 175,00 + 51V, V5§70 — 51V}

o’

e — stV be,. e + 0(32))

(53 +1V3,. 90 + sV U+ 5tVG, V], OO0P 4 stV \ M + 5tV BF D¢ + O(t2)> 0y =

= wh (53 +1V3,8° + sV U7+ 5tV V) OVF 4 stV AP 4 stV WP 6
—sV7, W7 — stV5 V] Q007 — V], &0 — stV V] WP 4 stVY V] 170
StV Y UIDC — 5tV DU+ O(F2) + 0(32)) o, =

= 0 (67 + 5t [ Vs = Vs +V 5.V, = V5,V $707 + stV [0, ¢ - 67, 9¢]) o,

=K, vel (12) [®,¥]8=0

Terme, die linear nur in ¢ oder s sind, heben sich auf. Somit ergibt sich schliellich fiir die
Komponenten des Kriimmungstensors:

K;Zéﬂ = Vgu’é 7vg;ﬁ[3 +vguvgm - vgp,v’ﬁym

2.16.2 Abstrakte Definition
Der Kriitmmungstensor kann auch kartenfrei iiber die Beziehung
K(u,v)w := V,Vyw — V,Vyw — Vi, yw

definiert werden (u, v, w beliebige Vektorfelder). Ausgehend von dieser Formel ergibt sich in einer
Karte:

[u,v] = u"v”,, 0, —u",, v"0,

R T 7] o v IR T 7] o L v, o
Viuw = utv”,, Vo, w—u",, v"Vo,w=u"v",, w30, —u",, v w0y

Vow ="V, w = w;’;v“&,

14 o v (e
V.V,w = [wzlv”];au"&, = w;,.,0"u’ 0, + wi vl u’d,
— I 2 W, o Vo, M,
Vo Vaw = = w;,.,0"'u 0, + wy vlieu 0,
_ v W, o [V N T A VA VA
K(u,v)w = (w;mav u’ +wgvlou —wi v —wulv
v (o 17 n (o
—w;uv“,g u’ + wmu’ o U ) 0, =
(w” —w? )v“u"—&— (v” — ¥ )w”u"— (u“ —ut )w”v" 0,
;o o5 o o) Wi jo o) Wi v
—_——— —_————
Ve Vo wur

w, (Vi eviu? —Vg uvr)

Damit ergibt sich schliellich der Kriimmungstensor in einer Karte als die Vertauschung der
kovarianten Ableitung, falls der zugehorige Zusammenhang torsionsfrei ist:

K(u,0) = [(00 = ) + 0 (75, = Vi) 0470,

O
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2.16.3 Symmetrieeigenschaften

Da die Verschiebung um das Parallelogramm w, v in entgegengesetzter Richtung (zuerst in Rich-
tung u, dann v) gerade die negative Verschiebung liefert, gilt

K(u,v)w = —K (v, u)w.

Fiir die Komponenten bedeutet dies, dafl K antisymmetrisch in den hinteren zwei unteren Indices
ist:

K" = _K/LUVQ (15)

opv
Wenn T torsionsfrei, d.h. symmetrisch ist, folgt als Symmetrieeigenschaft:

KM<O'QV> = KMO’QV + Kugl/a + Kul/og =0 (16)

Fir I' = V (Riemannscher Zusammenhang) ist der Riemanntensor symmetrisch in den ersten
unteren beiden Indices:

Kuogu = Kop,gu (17)

Aus (15), (16) und (17) folgt zuletzt noch, dafl das vordere Indexpaar mit dem hinteren vertausch-
bar ist:

K,ua’gu = Kgu,ucr

Aufgrund dieser Symmetrieeigenschaften hat der Riemanntensor im R* nur maximal 20 un-

abhéngige Komponenten (allgemein in n Dimensionen: 5n?(n* —1)).

2.16.4 Bianchi-Identititen und Riemannsche Normalkoordinaten

In einer lokal geodétischen Karte gilt:

Kap,a'y = 5 (ga'y;ua +guaaa"/ “Yaosuy —YGpyrac )

Dabei weist die linke Seite im R* maximal 20 unabhiingige Komponenten auf, die rechte Seite
jedoch nur 10 (4 Diagonalelemente und 6 symmetrische Nicht-Diagonalelemente in der Metrik).
Somit ist offensichtlich, dafl nicht unbedingt fiir jeden beliebigen Kriimmungstensor eine dazu-
gehorige Metrik existiert. Fiir die Existenz einer Metrik muf3 der Riemanntensor weitere Eigen-
schaften, die Bianchi-Identitditen, erfiillen, diese sind:

Ka[3<’y6;)\> = Kaﬁ'y&;)\ + Koeﬁé)\;fy + Kaﬁ)«y;é =0

Ausgehend von einer lokal normalgeoditischen Karte g, = 1, I'), = 0 koénnen Riemann-
sche Normalkoordinaten definiert werden, deren Transformationsformeln relativ zu einer normal-
geodétischen Karte lauten:




2 RIEMANNSCHE GEOMETRIE 37

kann der Ausdruck

v _
<af,w> 0

zum Verschwinden gebracht werden. In dieser speziellen Karte gilt:

1
Japs =3 (Kagys + Kayss + Kpays + Kpyas)

d.h. die zweiten Ableitungen der Metrik kénnen durch den Riemanntensor ausgedriickt werden.
Daraus folgt, daBl jeder Tensor, der aus den zweiten Ableitungen der Metrik aufgebaut ist, durch
den Riemanntensor ausgedriickt werden kann und ganz allgemein: Alle Tensoren, die nur die
Metrik und deren erste und zweite Ableitung enthalten, sind durch den Riemanntensor und die
Metrik allein ausdriickbar. Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle im Konzept der Feldgleichung,
da so der allgemeinste Tensor, der die Metrik und ihre ersten und zweiten Ableitungen enthélt,
als Linearkombination der Metrik und des Kriimmungstensors dargestellt werden konnen.

2.16.5 Gekriimmte Flichen

Definition Geradenfliche: Seien u,v € Tp(M). Eine Geradenfliche ist durch die beiden Tangen-
tialvektoren u,v im Punkt P bestimmt als die Menge aller Punkte in M, die durch diejenigen
Geraden gebildet wird, deren Tangentialvektor sich im Punkt P als Linearkombination von u,v
darstellen 1483t.

Analog 148t sich eine Geodatenflache definieren, fiir I' = V ist eine Geradenfliche eine Geo-
détenfliiche. In diesem Fall gibt der Riemanntensor die Gausche Kriimmung £ einer durch zwei
Vektoren u, v bestimmten Geodétenfliche geméf folgender Formel an:

K (u,v)uv 1 1

A(u,v)? :“1%2:?5

R:

(Vgl. [7], 25.9, p.81). £ ist identisch mit dem Produkt der beiden Hauptkriimmungen x1 bzw.
ko im Fall einer eingebetteten Fliche. A(u,v) ist die von den beiden Vektoren u,v aufgespannte
Fliche und im R? durch

A(u,v)? = G(u x v,u x v)

gegeben, allgemein mittels
A(u,v)? = (90900 — GuoGor ) v%u”v” = G(u,u)G(v,v) — G(u,v)?
2.17 Ricci-Tensor, Kriimmungsskalar und Weyl-Tensor

Die einzige nichtverschwindende Kontraktion des Riemanntensors (die Spurbildung iiber antisym-
metrische Indices ist Null) liefert den (symmetrischen) Ricci-Tensor mit - im R* - maximal 10
unabhéngigen Komponenten:

_ K
RP«V =K HKEY

Fiir I' = V gibt der Riccitensor R(v,v) mit v € Tp(M) die Summe der Gaufischen Kriimmungen
von n — 1 zueinander orthogonalen Geoditenflichen, die v enthalten, an:

n—1

R(v,v) = G(v,v) Z R

i=1
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Geoditenflachen

Diese Deutung stammt von Ricci selbst, daher auch die Namensgebung (Vgl. [7], 34, p.113). Die
Kontraktion des Riccitensors liefert den Kriimmungsskalar:

R =R,

(Auf der SV: | = N/Radius?) Die iibrigen 10 Komponenten des Riemann-Tensors kénnen im

spurfreien Weyl- oder Conform-Tensor C*#,, zusammengefafit werden:

[ (63 1 [ (o3 [} (o3 [ (o3
K, ,=C", ,+ 3 [5(7RZ + 0y Ry — 0 R — 5};39] — (6(,55 — 5955‘) R (18)

S| =

Spurfreiheit bedeutet: C7¥;, = 0.

Wenn ds? = f(z¥)ds? (konform fquivalente Metrik), dann ist der Conformtensor fiir beide
Metriken identisch. Diese Eigenschaft wird u.a. zur Petrowklassifizierung dquivalenter Metriken
herangezogen.

Im Vakuum (R, = 0) ist der Conformtensor C' identisch mit dem Riemanntensor K.

Im Dreidimensionalen kann der Riemann-Tensor vollstdndig durch den Ricci-Tensor dargestellt
werden, der Conformtensor, der dann durch eine andere als die obige Formel definiert wird, ist 0.
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3 Die Einsteinsche Feldgleichung

3.1 Motivation

Prinzipiell stellt sich die Frage, warum iiberhaupt Raum und Zeit gemeinsam beschrieben werden
sollen. Einstein selbst schrieb seine Gleichungen der speziellen Relativitidtstheorie urspriinglich
dreidimensional fiir den rdumlichen Anteil und mit einer zuséitzlichen Zeitkoordinate, die sich
anders als die drei Raumkoordinaten transformierte. Erst Minkowski formulierte die SRT als
konsistente Theorie im vierdimensionalen Raum im Sinne von

R} xiR—R* |
wobei die Zeitkoordinate bei Minkowski als imaginire Koordinate behandelt wurde. Das fiir
Einstein ausschlaggebende physikalische Argument fiir die Zusammenfassung von Raum und Zeit
in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit M* war jedoch die Betrachtung der Anwendung der
SRT auf rotierende Systeme. Umfang und Radius einer rotierenden Scheibe sind MeBgréfien, die
normalerweise zueinander im Verhéltnis

Umfang

Durchmesser

stehen. Bei einer rotierenden Scheibe jedoch ist der Umfang grofler, da sich bewegte MaBstébe
verkiirzen, wahrend der Radius erhalten
bleibt:

Umf tierend
mfang (rotierend) o

Durchmesser

Diese Betrachtung miindet in den Schluf},
daf fiir beschleunigte Bezugssysteme keine
euklidische Geometrie mehr gelten kann,
wodurch die rédumliche Geometrie einen
Zeitbezug erhilt.

3.2 Eigenschaften
Fiir den Riemann-Tensor gelten die Bianchi-Identititen (vgl. 2.16.4):

KVQ<046;0> =0
Durch Verjiingen folgt daraus fiir I' = V die kontrahierte Bianchi-Identitét:

1
(R = 39"/ 9),, = 0

Der Einstein-Hilbert-Tensor H*" hat die Form

1
HY — R igﬁgw

und somit die Eigenschaft H**, = 0. Die Feldgleichung lautet (mit kosmologischer Konstante, in
kontravarianter Schreibweise):

1
RMv _ ig.{gliu _ Ag;w = gTH

T+ ist der Energie-Impuls-Tensor mit der Eigenschaft T, =0 (,Energieerhaltung®). Dabei gilt
Tr,, =0 nur dann, wenn T ein abgeschlossenes System beschreibt. Z.B. sei

THY — AWV 4 BHV
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Es gilt:

(AP 4 BM™) =0

gn

daraus folgt jedoch nicht:

A“”W =0 oder B‘“’m =0

Die Feldgleichung (ohne kosmologische Konstante, in kovarianter Schreibweise)

1
R,uy - égpu% = T,uu

kann alternativ in der Form
1
R,ul/ = T;u/ - ig;u/T
geschrieben werden. Die Beziehung
R=-T= —T[L‘

folgt direkt aus der Feldgleichung durch Uberschieben mit g/ .

ANMERKUNG: Alternativ zur Einsteinschen Vakuumfeldgleichung H,, = 0 gab es Versuche,
den Conformtensor (18) C* , = 0 als Feldgleichung zu verwenden. Die Losungen sind konform
dquivalent zur Minkowskimetrik 7,,, d.h. g, = f(27)n..,. Dieser Weg war jedoch nicht erfolg-
reich, da sich fiir die Lichtablenkung am Sonnenrand nur 1/6 des realen bzw. Einsteinschen Wertes
ergibt.

3.3 Herleitung aus dem Variationsprinzip

Grundprinzip der Allgemeinen Relativitiitstheorie ist, dafl eine Energie(Materie)-Verteilung eine
Raumkriimmung bewirkt, deren Wirkung ein Minimum (allgemeiner: einen Extremalwert) dar-
stellt.

Die Wirkung wird durch das vierdimensionale Volumsintegral iiber die Raumkriimmung be-
schrieben:

£= /dV(fR—FQA—FL) = Minimum !
%
Dabei ist L die noch zu bestimmende Lagrangefunktion der Materie. Da ein Minimum auch dann
ein Minimum darstellt, wenn eine Konstante addiert wird, kann 2A eine beliebige Zahl darstellen,
ohne etwas am Minimalprinzip zu dndern.

Die Variation des Wirkungsintegrales mufl 0 sein; mit der Darstellung des Volumensintegrals
dV = d*x\/—g ergibt sich:

5£:0:5/d4x\/fg(9‘i+2A+L)
14

Die Variation soll derart sein, daf} sich fiir eine bestimmte Metrik das gesuchte Minimum ergibt,
d.h. die g,, werden variiert. Variation und Integration/Summe sind vertauschbar, fiir Produkte
gilt die Leibnitzregel; somit 148t sich der geometrische Anteil der Variation schreiben als:

8 Lgeom = /d4x [(6v/=9) (R+2A) + V=g (6R + 26A)]

wobeil dA = 0 zu setzen ist.
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3.3.1 Variation der Determinante der Metrik

Der Kettenregel folgend ist
1
o9
Fiir die Determinante einer Matrix A und der zu ihr adjungierten Matrix A% gilt allgemein fiir
die Entwicklung nach der i-ten Spalte und k-ten Zeile die Beziehung:

5/ —g = —

n
> AGAYL = FdetA
j=0
Die adjungierte Matrix 148t sich auch iiber die inverse Matrix ausdriicken:

detA A1 = A#

Wird g nach der u-ten Zeile und p-ten Spalte entwickelt, so folgt (hierbei keine Summe iiber u, da-
her explizites Summationszeichen, um die Abweichung von der Einsteinschen Summenkonvention
anzuzeigen!):

3
d ( Z 9o g# > 3 3
dg _ =0 HIpo _ # dgou _ Zg# 5. = g# =g-g"
gy gy =N dg, T
Also:
dg
§q = 5 —q- g™ 5g™
g 39;“/ Guv =939 09
und daher:

L g-9""dg
2.\/?57

3.3.2 Variation des Kriimmungsskalars

5/—g = —

m/:%. /jg.guu(sguu

Mit der Leibnitzregel 148t sich die Variation des Kriimmungsskalars als Variation des Riccitensors
und Variation der Kometrik schreiben:

OR = 0(Ryuwg™) = (R )g"" + Ry (69™)

Die Variation der Kometrik ldfit sich mithilfe der Dualitdtsbeziehung g“°g,, = ¥ als Variation
der Metrik ausdriicken:

0=4(3%) = 6(9"9or) = (09")gor + 9" (0gor)
Uberschieben dieser Gleichung mit ¢** ergibt:

(69"%) gorvg”" = (69"") = —g"" 9" (090w )
P
Daraus folgt:
R,uuaguy = R#K(‘)'gl“i = 7R/_u~egyﬁgua(5gau) = *Ruo(égou) = *leég,uu

Fiir den geometrischen Anteil der Variation des Wirkungsintegrals ergibt sich bis hierher:

1
5Lgeom = /d4ZIJ |:(9C{ + QA) 5 Vv _ggl“’(;gm/ + V=g (5Ruuglw - RNV(SgMV):l =
1%

1
- [t R = g = g | Vg + [ oy n,

\%4 \%4
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3.3.3 Variation des Riccitensors

Der Einfachheit halber soll die Variation des Ricci-Tensors

_ A _ A A o A o A
RMV =K Ay — vl/;ﬁ)\ _V/\;UV +V va)\ - v)\uvau

v

in lokal geodétischen Normalkoordinaten (VZV =0, vgl. 2.11.2) ausgedriickt werden
6RNV = 5(VZ>I\M7A) - 6(V§u7l’) = (5VZ>I\M)7/\ _(6V§M)W

In einer lokal geodétischen Karte gilt auch g"”,x = 0 und (v/—g),» = 0 (vgl. 2.11.2), daher 1aBt sich
die Uberschiebung der Variation des Ricci-Tensors mit der Metrik, wie sie im Wirkungsintegral
auftritt, auf die folgende Struktur bringen:

gHV(SRHV = gﬂu(avi\u)vk —g“y((SVf\\M)W = (gwgvl/}u)»\ - (gmj(;v?u)w =
—————
(g#*dV3,)x

1
= (glwévi\ﬂ - gu)\(svf;u) A= ﬁ (\/ngA) A (19)

D.h., da8 sich die Uberschiebung der Variation des Riccitensor mit der Metrik (oder: die Spur der
Variation) in einer lokal normalgeodétischen Karte als Divergenz eines Vektors F* darstellen l:ft.
Nun ist

L
v—9
und folglich (19) eine Tensorgleichung, die in jeder Karte ihre Giiltigkeit behilt. Das Wirkungsin-

tegral iiber das vierdimensionale Volumen kann daher nach dem Satz von Stokes als Integral iiber
den dreidimensionalen Rand berechnet werden:

/ d*a/=gg" SRy, = / d*z (V=gF*) 2= / (V=gF?*) dvx

\%4 \4 ov

FAy = FA A +VF7 = F 4+ (Iny/=g) A F* = (V=9F)

(dvy sind die Normalvektoren am Rand 9V'). Per Annahme ist aber eben am Rand 0V die
Variation gleich 0 und das Integral iiber die Variation des Riccitensors verschwindet daher:

/d4x\/—gg””5RW =0
v

3.3.4 Einstein-Hilbert-Tensor und Feldgleichung

Die Variation des geometrischen Anteils des Wirkungsintegrals lautet daher:
1
§Lgc0m = /dV <RHV - 59‘{9#” - AgHV> 59#1/
v

Der tensorielle Term ohne A bildet den Einstein-Hilbert- Tensor:

1
H = R — 9"

Fiir den Materie-Anteil des Wirkungsintegrals ergibt sich (ohne Beweis):

T,uz/ — 2 a\/ _gLMaterie
V=9 ag;w
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wodurch der Energie-Impuls-Tensor der Materie aus einer Lagrangefunkton Lyjaterie berechnet
werden kann. Da die Variation dg,, beliebig ist, muf3 der Integrand des Wirkungsintegrals gleich
0 sein, womit sich die Feldgleichung ergibt:

1 ~
RW — nguu _ Agp,l/ — THv

Dabei ist T = kT* der ,geometrisierte* Energie-Impuls-Tensor, der mit dem eigentlichen
Energie-Impuls-Tensor iiber eine noch zu bestimmende Kopplungskonstante « in Verbindung steht.

RESUMEE: Aus der Herleitung der Einsteinschen Feldgleichung aus dem Variationsprinzip, die
zuallererst von Hilbert durchgefiihrt wurde, ergibt sich auf natiirliche Weise, dafl die kosmolo-
gische Konstante A in die Feldgleichung eingeht, da das Minimum des Wirkungsintegrals nicht
notwendigerweise gleich Null sein mu$.

3.4 Verwendete Einheiten

Generell wird als Zeiteinheit eine Linge verwendet, die mithilfe der Lichtgeschwindigkeit ¢ iiber
die Beziehung t = c - tgy) definiert wird. Einer ,Zeit* von 300000 km entspricht somit 1 Sekunde
in SI-Einheiten.

Massendichte g und Druck p haben die Einheit Linge * und werden iiber 47 G (mit G =
6.67-107 11 k’;’;, Newtonsche Gravitationskonstante) festgelegt. Die Beziehungen zum SI-System
lauten:

4 G
0= —%5 0[s1)

C

47 G
b= . Pisn

D.h. eine Dichteeinheit von 1 bedeutet ,ein Kilogramm pro Kugel mit Radius 1%, nicht ,ein
Kilogramm pro Wiirfel mit Kantenldnge 1“; im Umgang mit der Feldgleichung ist es oftmals
praktisch, den reinen Geometriefaktor 47 nicht immer mitfithren zu miissen. In vielen Gleichungen
sind die auftretenden Zahlenwerte so viel deutlicher und oft auch leichter einsichtig.

Eine Kugel der Dichte o mit dem Radius r¢ hat in diesen Einheiten die Masse

3 3 2
4 ry Ty C

Msp = 5 s =30n

Analog kann die Masse mithilfe der Gravitationskonstanten als eine Ldnge festgelegt werden:

G A3 - G rs
M= — Mgy = ——> =2
2 s 32 dsn= 30

Diese Linge ist noch nicht der Schwarzschildradius (22); der Zusammenhang ist jedoch trivial:

_ 2GMgy

Rs=2-M -

c

Das Newtonsche Gravitationspotential einer Massenkugel der Dichte ¢ mit dem Radius rg hat in
den hier verwendeten Einheiten fiir r > ry die einfache Form:

M G Misq G 4nrd o
== Ta T, T e gy AT g,
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3.5 Die Kopplungskonstante des Energie-Impuls-Tensors

Es soll gelten, in Anlehnung an die Newtonsche Mechanik:
Ry =op (Newton: A® = p)
Fiir Staub gilt: Ty = ¢ und daher
T=Tg" =T} =T} =0
Uber diese Beziehung wird die Kopplungskonstante « in der Einsteinschen Feldgleichung festgelegt:
Ry — %mgtt = kT4

oder
1 1 K |

Ry = kTy — E’Igtt =kr(o— 59) = 59 = 0 per Annahme.

Daher folgt:
k=2
3.6 Energie-Impuls-Tensor der Photomaterie
Die Maxwellgleichung F' = dA hat in einer Karte die Form
ELV = Avm _Ap,au bzw. F[uma] =0

und kann allgemein relativistisch mithilfe der kovarianten Ableitung in der Form

Fo=A4,,—A. bzw. Fluvia) =0

oder auch

Fr, =0  mit F=xF
geschrieben werden. Die zweite Maxwellgleichung *d * F' = —j hat in einer Karte die Form
—FW,, = F1 , = —jH
Der Energie-Impuls-Tensor der Photomaterie © hat die Struktur
oW = FoHFY  — ig““FagF"Q (20)
Die Energieerhaltung der Photomaterie bedeutet:

1 1
@HVW = FMO;VFUU + F*7 FVo’;V _ZgHVFUQ;VFUQ - ZgHVFO'QFUQ'V

——
—Jo
Nebenrechnungen:
Der erste Term:
FHe RV = FRoieg BV = FRICR, = _F, Frie
Vertauschen der Indices liefert wegen Fi,3 = —Fgq:

F,,F'7:¢ = F,, FI'%° = F, Feme
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Somit:
(od 17 1 g, Nea
e ;uFa:_gFag(Fu '+ FOT)
Der dritte Term:

g"”Fag;yF”" — F'TQF[,Z,“ — FﬂQ(Faﬁgaagﬁg);# — Fﬂggaagﬁg(paﬁ);u
— Fag(Fo‘ﬁ);“ = F,,Foo#

Damit folgt fiir den Energie-Impuls-Tensor:

1 ) ) .
@#V;y - ,ipag(pw,g + FOo 4 OOy _ fHo g
1 .
- 2 ”quaggﬁgm(Faﬂw + Fyaip + Fpya) — F"7 jo
1 .
= -3 Ugguagtfﬁgm F<aﬁ;’y> —FHoj,
——

0,wegen Maxwell dF'=0

Somit ist ©#”,, genau dann 0, wenn j, = 0, was in einem abgeschlossenem System reiner Photo-
materie der Fall ist.
Uberschieben von (20) mit g,,,, liefert die Spur des Energie-Impuls-Tensors:

v o} 1 v o
0" g, =F'E,, — 1 9" g FooF°° =0 (21)
——
4

3.7 Kontinuumsmechanische Beschreibung

Die mathematisch maximal mogliche Zerlegung des Energie-Impuls-Tensors liefert die folgende
Struktur:
THY — 0 b u? +p hHv +7TMV +quuu +qyuu

Die auftretenden Groflen kénnen in Anlehnung an die Kontinuumsmechanik interpretiert werden:

O e skalares Feld, sog. ,,Energiedichte

U oo Geschwindigkeitsvektorfeld der Materie, G(u,u) =1
Do skalares Druckfeld

T, =gt raumartiges Spannungstensorfeld, utg,, 77 =0

G oo Vektorfeld des Wirmestroms mit G(q,u) = 0

h# = utu” — g ist die rdumliche Metrik (L zur 4-Geschwindigkeit, h#*"u, = 0) und wird als
Projektionstensor gebraucht.

Im Ruhesystem der Materie (d.h. v = 9; = (1,0,0,0)) hat der Energie-Impuls-Tensor die
Gestalt:

o q ¢ ¢
ql 1 —Pp 12 ™13
¢ T2 T —p T3
q3 13 23 733 — P

Meist wird nur das ideale Fluidum behandelt:
™ = (0 +p) u" u” —p g"”

zusammen mit einer Zustandsgleichung p = p(p), wobei oft p = p - " mit p = const. und k = 1
angenommen wird. Dabei beschreibt
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w=s Strahlung TH =0
(Der Energie-Impuls-Tensor fiir
Photomaterie muf} spurfrei sein, vgl. (21) .)

uw=20 Inkohdrente Materie (,,Staub*) THY = gutu”
(Die Teilchen iiben aufeinander keinen Druck aus.)
uw=—1 Quantenvakuum T = g gt

(Der Energie-Impuls-Tensor soll Lorentz-invariant
sein, der Druck ist zeitlich konstant.)

Ein Speziallfall, in dem sich Druck und Dichte unabhéngig aus der Feldgleichung berechnen lassen,
ist die statische (nichtrotierende) innere Schwarzschildlosung (bekannter ist die dufere Schwarz-
schildlésung, die in Abschnitt 4 ausfiihrlich behandelt wird, mit der inneren Schwarzschildlosung
aber nur den Namen ihrers Entdeckers gemeinsam hat). Wird im Inneren eines Sternes die Dichte
als konstant modelliert, so ergibt sich fiir den Druck:

\/1 ngrz_\/l_%
3\/1_%_\/1 M

[6], p.120. An der Sternoberfliche r = ¢ verschwindet der Druck (p(ro) = 0). Fiir den Druck im

Zentrum des Sterns erhilt man den Ausdruck:
/1 KQ’I‘O

3\/1— L

Fiir einen stabilen Stern mufl p(0) < oo sein, d.h.

1
—2<OO
31— =28 —1

2
[, koOrg
31/1— >1
3

4 2
- >
3 ory

bzw.

Daraus folgt mit x = 2 die Bedingung

bzw. mit der Gesamtmasse des Sterns M = orj/3:

To > ——
07y

Jede Zunahme des Drucks im Zentrum bewirkt eine Zunahme der Gravitationskraft, da der Druck
selbst gravitativ wirksam ist. Wenn nun die Masse eines Sternes innerhalb eines Bereiches von %
konzentriert ist (noch auBerhalb des Schwarzschildradius bei Rg = 2M), dann existiert keine sta-
tische Losung (eben die innere Schwarzschildlésung) mehr und kein noch so groer Druck kann der
Gravitation entgegenwirken, es kommt zum unaufhaltsamen Gravitationskollaps, der schlieflich

im Schwarzen Loch endet.

3.7.1 Allgemeine Eigenschaften des fluiden Mediums

Allgemein gilt: Wenn v« Eigenvektor zu T}, ist, dann ist u auch ein Eigenvektor zu R,,,:

Tut = A,
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GemésB Feldgleichung H,,, = T},
1
R, ut — §gwiﬁu“ = \u,

daher: ) )
Ry ut = (A + 59‘{)1@ =(A— §Tﬁ)uy

Das ideale fluide Medium erfiillt die bemerkenswerte Eigenschaft, dafl hierbei die 4-Geschwindig-
keit ein Eigenvektor des Riccitensors ist:

TILVUH = (Q +p)ultuuuﬂ 7pg,uuup‘ = 0Uy

T=T)=(¢e+p u'u,— o p=(o—3p)
1 4

Fiir den Eigenwert ergibt sich:

(A= %T[J) =0 %(@— 3p) = (e +3p)/2

Daraus folgt die Eigenwertgleichung zu:

o+ 3p
leu# = D) quHV

Spezielle FEigenschaften inkohérenter Materie:

v v v v
™, uy, = (oulu”),uy, = (ou”),, u"u, +oul,u' u,
1 Y
ar
~——
O,da alu

Damit folgt wegen T"%, = 0 die Kontinuitétsgleichung (gilt auch dann, wenn a # 0):
(ou"); =0
Aus TH?, =0 folgt auBerdem, daf sich die Staubteilchen auf Geodéten bewegen:
0=T", = (ou'u"),, = (ou"), u” + o uju" = (Vyu)”
—— N

0 (Vu,u)"

Dabei ist V,u = 0 genau die Geoditengleichung (vgl. 2.13).
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4 Vakuumlésungen - Schwarze Locher

4.1 Die Vakuum - Feldgleichung
Die allgemeinste sphérisch symmetrische Metrik hat die Form:
ds® = dp* — R?*(p)dQ?
Dabei ist d2? die Metrik auf der sphérischen Symmetriefliche, dp? die zur sphérischen Symme-

triefliche orthogonale Metrik. Wird die Fliche p = const. durch die Koordinaten 7, beschrieben,
ergibt sich:

ds? = A(7,1)di? — B(F,1)di?* — C(7,1)dQ? + 2D(7, 1)drdi

In den Schwarzschild-Koordinaten wird die Radialkoordinate r als der Kugelflichenradius gew&hlt

(r(r,t) := C(7,t)). Durch Wahl eine geeigneten Zeitkoordinate ¢(7,¢) kann der Nichtdiagonalterm
gr¢ zum Verschwinden gebracht werden; ¢(7,1) muf8 dabei die Gleichung

3t6t;1~~ 287’3tl~)~~ 8T@BNE

=0rt = — — ,t —_— 7t —_ B
0=gn =5 5401 + 25 5. D7 t) = 55 B

erfilllen. In Schwarzschildkoordinaten lautet somit der allgemeinste Ansatz:
ds®* = A(r,t) dt* — B(r,t) dr® — r* d¥* — sin? (9) - 72 dip?
Dazu die Kometrik:

1 82— 1 2_i 2—;82
Alrt) 8 B(rt) T 1270 sin?(9) -2 P

Die Christoffelsymbole dazu lauten:

Vi =g Vi =% V=5 V=%
v;t = QAIB v:t = % :7' = % V:r = 2Bé
. 2
99 = —F Ve = "5 v Vgr:% Vfﬂ:%
VY, =—sind-cosd VZ, =1 Ves =g Vie=r1
vgtp - ﬁ

Somit folgt der Ricci - Tensor:

4-A-B-A'4r (A- [{B}ﬁQ-B{A”-B}} +B. [A-B—{A’}"’] ) —Ar-A'B

Rtt = 4.A-r-B?
_ _ B
th - Rtr — Br
4~A2~B’+r-(A-[A’-B’f{B}Q]+B-{{A'}2+2-A«{B’7A”}])7B~r«A~B
R = 4.B-r-A2
2-A-B-(B—1)+r-(A-B'~B-A’
Ryy = ( 2).AT.B(2 )
sin? 9-(2-A-B-[B—1]+r-[A-B'—B-A'])
Ryp = 2.-A-B?
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Die Tetradenkomponenten des Ricci-Tensors R} sind:

Ri _ 2-A-B-(2-A/+r<[A”—B])+r-(B-[A-B’-',—B-A]—A’-[A-B’+B-A’])

] 4.r-A2?.B?
Rg = _T‘%Q
R, = 55+
. %(A~[{B}2+2-B'{A”—BH+B~[A'B—{A’}2D—A-B"(4-A+r~A’)
R = 17 A2 B2
o _ B(22A-1-B]4r-A')-Ar-B
R’y = 2-A-B2-r2
v _ B-(2-A-[1-B]+r-A’)—A-r-B’
Rw - 2-A-B2.r2

und der Kriimmungsskalar:

Ao (74~A~B’+r- [{B}2+2-B~{A”73}7A’~B’] ) +B~<4-A2-[lfB]+r~ [4-A-A'+T~A~Bfr-{A'}2] )
R= 2. A2.B2.72

Daher lautet der Einstein-Hilbert-Tensor inklusive A-Term:

. 2 . / . 2_
Htt:A(B +r[B+A7~B] B)

B2.2

Hrt = %

Hy = %
A-(1=B-[1+A-72])+r-A’

H,, = ( [A.r; J)+r
r-(A-[Q-{B-A’fA-B’}Jrr-{(B)2+2-B~(A”7]§)7A’~B’H+B~r-{74-B~A-A2+A-B7{A'}2])

Hyy = 1.A2-B2
r~sin219~<A~[2~{B~A’—A~B/}+r~{(B')2+2~B‘(A”—§)—A’~B’}]+B~r~[—4~B~A~A2+A~B—{A’}2])

Heyp = 4.AZ.B?

4.2 Die Struktur des Ricci-Tensors
Mit den Abkiirzungen

CZ:B7t(A'B)7t—2'A'B'B7tt

und

D::A,T(A'B),T72'A'B’A7TT‘

148t sich der Ricci-Tensor in seiner einfachsten Form folgendermafien darstellen:
_ Ay Cc-D
Ry = mB | 4.A.B2

_ B, , D-C
R =75+ i

— — By
Rtr - th — B

Rﬁﬁ =1- % + 214;2 (%),r

RWP = SiIl2 - Rﬁﬁ

Der Kriitmmungsskalar 148t sich am einfachsten als

Ry R,y 2- Ryy t T 0
R=TA 5 o TR

schreiben. Allgemein gilt zudem die Beziehung:

R RT’I‘ A'Bv’l"
R - gy =Ty Fr _(A-5)

A B r-A-B?
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4.3 Die Schwarzschildmetrik

Gesucht wird das Gravitationsfeld einer sphérischen Massenverteilung im umgebenden Vakuum-
bereich, d.h. dort, wo T}, = 0 gilt. Fiir A = 0 lautet die Feldgleichung somit:

1
R — ig;w R=rT, =0

Es 148t sich leicht zeigen, dafl R gleich 0 ist, indem die Feldgleichung mit ¢g# multipliziert (kon-
trahiert) wird:

1
R;w gt — ig,uu g R =0
Da ¢g"¥ die inverse Metrik zu g, ist, ergibt g,, - ¢*¥ = 4 (unmittelbar einsichtig im Falle der

Minkowski-Metrik). Der Ausdruck R, - g"” liefert gerade den Kriimmungsskalar %R, womit sich
die Gleichung auf

1
R—-—-4R =0
2

vereinfacht. Trivialerweise mufl daher R identisch 0 sein. Konsequenterweise mufl nun jede Kom-
ponente des Riccitensors R, verschwinden. Die Vakuumfeldgleichung reduziert sich somit zu:

Aus R,y =0= % folgt unmittelbar, dal B nicht von der Zeit abhingt (Birkhoff-Theorem). Die
Beziehung

B Brr

=0
gtt Grr
liefert:
A-B'+B-A" 0
A.-r. B2 -
oder:
(A : B)W =0
also A- B = (C4(t) und damit:
Ci(t)
Alt,r) =
( ?T) B(T)

Somit ergibt sich fiir den Ricci-Tensor:

Cl'(2‘B'B/+r~ [B‘B”—Q.{B’}ﬂ )

Ryt = — 2-r-BA
’ " 12
2.B-B +r~(B~B ~2.[B’] )
R, = 2.r-B2
B-(B—1)+r-B’
Ryy = %
R sin® 9-(B-[B—1]+r-B’)
pp = B2

Wird A(r,t) = %1((:)) in Ryy eingesetzt, folgt daraus die Gleichung:

A(r,t) +7- A'(r,t) = Ci(t)
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Da diese Differentialgleichung linear ist, kann die Losung aus der Summe einer beliebigen Losung

der inhomogenen Differentialgleichung und einer Lésung der homogenen Differentialgleichung kon-

struiert werden. Eine triviale Losung der inhomogenen Dgl. ist A(r,t) = C1(t). Die homogene
Dgl. liefert die Beziehung:

A’hom(r, t) 1

r

Ahom(T’, t)

Wird diese Gleichung auf beiden Seiten integriert, folgt:
In Ay (t,7) = —Inr + Cy(t)

bzw.
Ca(t
tomltr) = 20
Damit hat A(¢,r) allgemein die Struktur:
Ca(t
Alt,r) = Cu(t) + 2r( )
Nun héngt
Alt,r) 1 C1(t)/Ca(t)

——=——=1
i) B T r
nicht von ¢ ab, daher mufi das Verhéltnis Cy/Cs konstant sein. Die Funktion A(t,r) hat somit die
Struktur
A(t,r) = Ci(t)f(r)

Da A(t,r) in der Metrik nur in Kombination mit dt¢ auftritt, kann durch geeignete Wahl der
Zeitkoordinate ¢ die Funktion C;(t) immer auf 1 normiert werden (Anderung der Zeitskala), A(r)
also als zeitunabhéngig erreicht werden.

Der Vergleich mit der Newtonschen Mechanik liefert fiir schwache Gravitationsfelder die N&-
herung

A(T) =g ~ 1+2 (I)Newton

wobei Pnewton das Newtonsche Gravitationspotential beschreibt. Im Fall einer sphérischen Mas-
senverteilung ist (vegl. 3.4):

m
PNewton = - ;
Newton (7) r
daher ist es zweckmifig, die Konstante
O
— = =2
Cs "
zu setzen. m ist die Zentralmasse in geometrischen (Léngen-) Einheiten, der Wert
Gm
Rs =2m =2-—— 511 (22)
c

heifit Schwarzschildradius, die allgemeine sphérisch symmetrische Vakuumlosung (Schwarzschild-
metrik) lautet somit:

2 1
ds? = (1 — Tm> dt?® — [ m dr? — r2 d9? — r?sin® 9 dp?
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4.4 Die Vakuumlésung mit A

Ausgehend von der verallgemeinerten Feldgleichung mit kosmologischer Konstante im Vakuumbe-
reich

1
R;w - igm/ R— 9uv A=0

folgt durch Kontraktion mittels g":

v 1 174 v
R;w'gM _§guu'gu fﬁ:glw~g“ A
——— ——— —_——

R 4 4

Hierdurch ergibt sich die Beziehung:
1
R—-—4R=4A
2
Also kann
R=—4A
in die Feldgleichung eingesetzt werden, die daher lautet:
Rp,u = —Guv A

Die einzelnen Gleichungen lauten hiermit:

Ry = A 4 O = —AA (23)

R, = Br D=C =4BA (24)

Ry = Ry = By =0 (25)
Rog= 1- %+ A5 (%), = r2 A (26)

Ry, = sin® 9 - Ry =sin®d -2 A (27)

Wie im Schwarzschildfall gelten die Beziehungen:
B,t = 0

und

&+Rrr o (AB)W‘

=0

A B r-A.- B2

also gilt ebenso:

A(tv ’)") =

Wird B = % in Ryy eingesetzt, folgt daraus:

A A0 )
-G s ()

Nach Vereinfachung:
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und schlieBlich:
rA,.+A=0C (1 - 7‘2A)
Mit dem Wissen aus der Schwarzschildlgsung kann A(r) als

A(’I“) = @ +C1

(Variation der Konstanten) angesetzt werden. Nach Einsetzen von A(r) und

folgt direkt:

bzw.

Damit ergibt sich fiir A(¢,7) die Struktur:

Altyr) = 0y () o a4 £20

3 +C4(t)

Bekanntermaflen ist CA zeitunabhingig:
1

o 1 Co(t)
B~ 3o

+1

Der Ausdruck gig muf} daher eine zeitunabhéngige Konstante sein, die die Bezeichnung —2m

zugewiesen bekommt (vgl. Schwarzschildlgsung). Die Metrik hat nun folgende Gestalt:

A 1
ds* = (1 - — — 3 -r?) Oy (t) dt* — [ Im A2 dr? —r? - (d9® + sin® 9 dy?)

Die noch unbestimmte Konstante C(¢) kann durch die ohne Einschrinkung immer mdogliche Ko-
ordinatentransformation dt? = Cy(t) dt* auf Eins gebracht werden. Die Metrik ist also effektiv
statisch (Vgl. [4], p.349):

ds? = (1—-—— —-rz)dt — —er—r2~(d192+sin219dtp2)

(Kottler, 1918)

4.5 Das allgemein relativistische Effektivpotential

Schwarzschildmetrik in der Ebene ¢ = 3:
2
ds? = <1 - —m) d? —
r 1

Dazugehorige Langrangefunktion:
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Euler-Lagrange-Gleichung in ¢:

a—S:O — 371'3:2 172—m { =: 2F = const.
ot ot r

Euler-Lagrange-Gleichung in ¢:

g£ =0 — g£ =212y — L:=1%) = const.
4 4
Dabher:

. E 9.0 L?

Anstatt die Euler-Lagrange-Gleichung in der Koordinate r zu verwenden, kann die Bedingung
G(u,u) = 1 beniitzt werden:

Es folgt:
L? 2 2
E—rz——z(l— m>: _2m
r T r
2 L? 2m  L* 2mL?
Vg=E—i2=(1-") (142 )=1 -2
r r2 r r2 r3

In der Newtonschen Mechanik gilt die Energiegleichung fiir eine Testmasse:

V2 m 72 r2gb2
-4 28
r 2 r + 2 + 2 (28)

(vgl. (4)). Der Betrag des Drehimpulses pro Testmasse ist L = r2¢. Eingesetzt in (28) ergibt sich
fiir das Newtonsche Effektivpotential

o2m L2
Vg i= 2B —#% = =22 4 =
T T

Der Vergleich des Newtonschen Effektivpotentials mit dem allgemein relativistischen zeigt, dafl
(bis auf die unwesentliche Normierung Veg(r — 00) = 0) bei letzterem ein Zusatzterm —2mL?/r3
auftritt, der aber erst bei kleinen Distanzen wirksam wird und zwar derart, dafl das Potential fiir
r — 0 gegen —oo geht, wihrend es im Newtonschen Fall gegen +o0o strebt.

Vett (Newton)

Vest (allgemein relativistisch)
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4.6 Spezielle Eigenschaften der Schwarzschildmetrik

ds? = (1 - 2’”) df? - L 202
r —

T

Das Birkhoffsche Theorem besagt in seiner ersten Formulierung: , Das Vakuum — Gravitations-
feld einer sphdirisch-symmetrischen Massenverteilung ist statisch“. Diese Aussage folgt aus der
im Vakuum giiltigen Bedingung R,; = 0, wobei R,; < gr,+- D.h. auch ein kollabierender oder
expandierender Stern macht sich in seinem Gravitationsfeld nach aufien hin nur durch die Schwarz-
schildmetrik bemerkbar, solange keine Asymmetrien auftreten. Gravitationsstrahlung o.4. tritt
nicht auf, analog zur Elektrodynamik, wo eine sphérisch symmetrische bewegte Ladungsverteilung
ebenfalls keine Strahlung emittiert (ANMERKUNG: Gravitationsstrahlung erfordert zumindest ein
Massenquadrupolmoment).

Da die Metrik nicht von der Zeitkoordinate ¢ abhéngt, ist & = J; ein Killingvektor. Fiir ihn
gilt:

Gk =g =1- 2"

Fiir r > 2m ist k zeitartig, bei r = 2m lichtartig und bei r < 2m raumartig. Urspriinglich wurde
die Schwarzschildmetrik nur fiir » > 2m verwendet, aber auch fiir r < 2m ist sie eine Losung der
Vakuumfeldgleichung — mit dem Unterschied jedoch, dal r hier eine zeitartige Koordinate und ¢
eine raumartige Koordinate darstellt (wegen g < 0 und g, < 0). D.h. die Metrik ist innerhalb
von r = 2m nicht mehr statisch, es gibt keine ruhenden Beobachter in der Region r < 2m, da fiir
r = const., ¥ = const. und ¢ = const. gilt:

ds* = gy dt® = Gk, k)dt*> < 0

— fiir zeitartige Weltlinien muf jedoch ds? > 0 gelten. Das Birkhoff-Theorem ist daher in die fol-
gende, verallgemeinerte Form abzuéndern: , Jede sphdrisch-symmetrische Vakuumlosung ist lokal
isometrisch zur Schwarzschildlésung".

4.7 Der Ereignishorizont

Eine Hyperfliche ist durch eine Funktion f : M — R festgelegt, sodafl auf der Hyperfliche gilt:
f(a*) = const.
Der Normalvektor auf diese Fliache ergibt sich aus dem vierdimensionalen Gradienten:
n=n"0, =g""f,. 0, = #df
Eine Hyperflache wird Nullhyperfiiche genannt, wenn gilt
G(n,n) =0

in jedem Punkt der Hyperfliche, d.h. der Normalvektor n ist lichtartig und daher orthogonal
zu sich selbst; somit ist der Normalvektor auf die Nullhyperfliche gleichzeitig auch tangential,
Tangential- und Normalvektoren sind auf der Nullhperfliche identisch.
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.. Pseudo-Sphire, St x R?

_______________

Im Minkowski-Raum stellt die Fliache z = £t bzw. f = x F ¢ eine Nullhyperfliche mit dem
Normalenvektor n = (1, —1,0,0) und n(n,n) = 0 dar. Die Zukunftslichtkegel liegen alle auf einer
Seite der Hyperfliache, in die Zukunft gerichtete zeitartige Weltlinien kénnen die Nullhyperflache
nur in einer Richtung durchqueren.

Eine Nullhyperfliche, die sich nicht ins rdumlich Unendliche erstreckt, nennt man einen Er-
eignishorizont. Im Schwarzschildfall bildet die Fldche r = 2m einen Ereignishorizont mit dem
Normalenkovektor dr| und g(dr,dr) = g™ = g1 = 0.

r=2m

4.8 Eddington-Finkelstein-Koordinaten

Die Schwarzschild-Radialkoordinate ist iiber den Kreisumfang definiert: Ein relativ zur gravitativ
wirkenden Masse ruhender Beobachter messe den Kreisumfang aller Punkte gleichen Radialab-
standes (was z.B. durch Bestimmung der lokalen Raumkriimmung geschehen kénnte). Die Radi-
alkoordinate r ist dann so definiert, dafl sich der Kreisumfang als 271 ergibt. Gleichermaflen kann
auch die Kugeloberfliche mit dem Wert 4712 vermessen werden; fiir eine Radialkoordinate mit
dieser Eigenschaft wird in der Folge die Bezeichnung ,, Kugelflichenradius“ verwendet.

Vergleicht ein ruhender Beobachter seine Kreisumfangsmessung mit einem im zu ihm relativen

Radialabstand ds = dr/,/1 — 22 ruhenden Beobachter, so betriigt die Differenz der MeBergebnisse

Srdr=2rdsy|1— 2™
V=

D.h. je ndher ein ruhender Beobachter dem Schwarzschildradius r = 2m kommt, desto weniger
andert sich der von ihm gemessene Kreisumfang, im Extremfall r = 2m bewirkt jede beliebige
Anderung des Radialabstandes ds keine Anderung des Kugelflichenradius; selbst eine unendlich
starre kugelférmige Hiille kénnte bei r = 2m beliebig radial verschoben werden, da sich durch diese
radiale Verschiebung die Oberfliche und folglich eine daraus resultierende Oberflichenspannung
nicht &ndern wiirde. Tatséchlich jedoch wire ein ,,Herausziehen“ der Hiille mit erheblich mehr
Energieaufwand verbunden, da man ja gegen das Gravitationspotential ankdmpfen miifite - nur
die Gegenkrifte aufgrund einer Oberflichenspannung wiirden fortfallen. In Summe ist nur das
,Hineindriicken“ ohne weiteres moglich bzw. wiirde von selbst erfolgen. Letztlich bedeutet dies,
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dafl auch eine unendlich starre Membran am Schwarzschildradius unaufhaltsam weiter hinein ge-
zogen wiirde.

Da es bei r = 2m keine ruhenden Beobacher mehr gibt, ist es nicht verwunderlich, dafl die
Schwarzschildmetrik dort singulér wird.

Ein frei fallender Beobachter erreicht jedoch die Singularitéit bei » = 0 in endlicher Eigenzeit
und miflt infolgedessen auch einen endlichen Radialabstand. Daher ist es sinnvoll, die Schwarz-
schildmetrik in Koordinaten auszudriicken, die einem bewegten Beobachter angepaflt sind. Die
einfachste Moglichkeit besteht darin, die Metrik lichtartigen Geodéiten anzupassen (radial einfal-
lenden Photonen). Wegen ds = 0 und d§2 = 0 gilt:

2
(1— 2—m> a2 =

Pt
bzw.
dt = + _dg_m
Fiir einfallendes Licht wird mit groflerem t die Radialkoordinate r kleiner, daher gilt ,,-“ bzw.
dv = dt + l_d—z_m =0

T

Dieser Ausdruck legt die Einfithrung einer avancierten Lichtkoordinate v nahe:

U:t_/dt:t+/L:t+(r+2mln\r—2m|) (29)

_ 2m
T

Einfallende Lichtstrahlen bewegen sich entlang dv = 0 bzw. v = const. Uber diese Lichtkoordinate
kann wiederum eine neue - avancierte - Zeitkoordinate definiert werden:

t:=v—r=t+2mln|r—2m)|
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Wegen v = const. bleibt ¢ endlich fiir r — 2m, wihrend ¢ — co. Nun gilt

_ d 1 d
di = dv—dr = dt + e —dr = dt—dr(l—l 2m> = dt - —
T T T 2m
(Vgl. [11]) bzw.
dt* = dt* + —dtdr + —dr?
- 2m —5)

Somit ergibt sich fiir die Metrik:

_ 2m _ 2m
d32—<12m>d7?2+21 T—dtdr + T dr® — s—dr® — r?dQ?
" Tom (1-3%) o
Nebenrechnungen:
1 2:\71 _Q;n _ 2m
T m(EeD
1-2m 1 1 2m 1
(1-g7)° SN M
B 1 11 L D 2_m2_12
N I C N A )
i (B () - ()
1—== T T r

Die Schwarzschildmetrik nimmt daher in Eddington-Finkelstein Koordinaten die Form

2 4m 2
ds? = (1 _ —m) iz — " giar — (1 + —m> dr? — r2d9?
T r r

an. Die Metrik ist hier bei » = 2m nicht mehr singuldr, dafiir weist sie jedoch nichtdiagonale
Elemente auf (die andeuten, dafi die Metrik einem bewegten Beobachter angepafit ist, hier radial

(30)

einfallenden Photonen).
Fiir radiale (dQ2 = 0) Lichtstrahlen (ds = 0) gilt:

2 Am 2
(1——m>d£2——mdtdr— <1+—m>dr2:0
T T T

Uber die Umformungen

(2 [ 2) (o) (42—

(1 _ 2m> (dt + dr)dt — <1 + 2m> (dt 4+ dr)dr =0
r r

folgt:
(dt + dr) Kl — —2m> dt — (1 + —2m> dr] =0
T T

Radiale lichtartige Geodaten kénnen somit auf zweierlei Weise auftreten:
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e dt +dr =0 oder dr = —dt bzw.
dr

d_f =
Die ,,Innenseite“ des Lichtkegels ist, wie im Minkowski-Fall, immer um 45° nach innen ge-
neigt.

. (1—27m)df—(1+27m)dr=00der

dril—%iermi _s . 0
dt  1+22  r42m reeme
r=20 -1

T

D.h. die ,,Auflenseite“ des Lichtkegels ist im unendlichen, wie im Minkowski-Fall, unter
45° nach auflen geneigt. Am Schwarzschildradius r = 2m liegt die Auflenseite parallel zur
Zeitachse (t) und ist im Zentrum (r = 0) identisch mit der Innenseite.

Die Darstellung der Schwarzschildlosung in Eddington-Finkelstein-Koordinaten hat die Eigen-
schaft, nicht mehr zeitsymmetrisch zu sein. In (29) kann statt ,+“ auch ,-* gewéhlt werden,
anstelle einer avancierten also eine retardierte Zeitkoordinate eingefithrt werden. Daraus folgt
eine zur Schwarzschildmetrik ebenfalls isometrische Vakuumlésung, in der » = 2m zwar auch eine
Nullhyperfliche darstellt, mit dem Unterschied jedoch, daf} zeitartige Geoddten den Ereignishori-
zont nur verlassen koénnen (,, Weifles Loch“-Losung).

Beide Erweiterungen der Schwarzschildmetrik (,Schwarzes Loch® und ,, Weifles Loch*) kénnen
in einem durchgefiihrt werden und fithren zur maximalen Erweiterung der Schwarzschildlosung.

4.9 Maximale Erweiterung der Schwarzschildlésung

Die Minkowskimetrik kann durch die Einfiihrung lichtartiger Koordinaten v, w
v=t+uw w=t—x
auf die Form
ds? = dt? — da? — dy? — d2? = dv dw — dy? — d2?

gebracht werden. Analog konnen auch hier lichtartige Koordinaten eingefiithrt werden (vgl. 29):
v :=t—|—/dt:t_+r:t+(r+2m1n|r—2m|)

Damit folgt direkt:
t=v—r dt =dv —dr dt? = dv® — 2dv dr + dr?

Aus (30) wird damit:
2 2m 2 21 4m 2m 2 _ 202
ds*=|(1- [dv? — 2dv dr + dr?] — (dv—dr)dr— {1+ dr® — r<dQ
r r r

2
_ (1 = T’") dv? — 2dv dr + r2dS?

Parallel zur avancierten Lichtkoordinate v kann eine retardierte Lichtkoordinate w eingefiihrt
werden:

2m

w::t—/dt:t—/lL=t—(r+2mln|r—2m|) (31)



4 VAKUUMLOSUNGEN - SCHWARZE LOCHER 60

r=2m

Abbildung 1: Geodéten und Lichtkegel eines statischen Schwarzen Loches in Schwarzschildkoor-
dinaten; einfallende Lichstrahlen laufen entlang den v = const. Linien und scheinen bei ¢ = + inf
den Schwarzschildhorizont r = 2m zu erreichen, um dann - von auflen nicht feststellbar - aus dem
Unendlichen kommend , riickwiirts zur Singularitéit zu laufen. Der Ubergang bei r = 2m ist in
der Schwarzschildkarte nicht darstellbar. Wegen der Unzuldnglichkeit dieser Karte tritt auch der
seltsame anmutende Effekt auf, dal der Zukunftskegel fiir » < 2m nach r = 0 gerichtet erscheint
- die Schwarzschild-r-Koordinate ist dort zeitartig.
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Abbildung 2: Geoddten und Lichtkegel eines statischen Schwarzen Loches in Eddington-
Finkelstein-Koordinaten. Die Karte ist den einlaufenden Lichtstrahlen angepafit, sodafl die
v = const. Linien als 45°-Geraden dargestellt werden. Dafiir geht jedoch die Zeitsymmetrie
(im Gegensatz zur Schwarzschildkarte) verloren; eine waagrecht gespiegelte Darstellung stellt ge-
nauso eine sphérisch symmetrische Vakuumlosung dar, ist jedoch nur fiir » > 2m ident mit der
ungespiegelten Losung (, Weiles Loch“-Lésung).
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Die Metrik, mithilfe der retardierten Lichtkoordinate w geschrieben, hat die Form
2
ds?® = (1 — —m) dw? + 2dw dr + r2dQ?
T

und beschreibt das ,,Weifle Loch®“. Zwischen dv, dw, dt und dr gelten die Beziechungen:

w=dit T g™

_ 2m _ 2m
1 ks 1 T

und umgekehrt:

2dr

2m

dv + dw = 2dt dv — dw =

Damit kann dr ausgedriickt werden:

2dr = (dv — dw) (1 _ 2—m>

r

daher auch:
2 2
—2dv dr = — (1— Tm) dv? + dv dw <1— Tm)

Die Metrik nimmt nun in den Lichtkoordinaten {v,w, ¥, ¢} die einfache Form
9 2m 9 142
ds® = — (1——)dv dw + r=dQ
r

an, wobei 7 (v, w) implizit iiber die Beziehung

v—w
2

=r+2mln|r — 2m|

und t(v, w) iiber

v+ w
2

t =

gegeben ist. Neben dieser ,Drehung® des Koordinatensystems (¢,7) — (v, w) kann nun noch eine
Streckung entlang der lichtartigen Koordinatenachsen ausgefiihrt werden, sodaf} die Lichtkegel in
dem neuen Koordinatensystem eine der Minkowski-Metrik identische Gestalt annehmen. Dazu
werden die Kruskal-Szekeres-Koordinaten v, w eingefiihrt:

7= eV/4m W= —e W/Am
Es ergibt sich:
v dw 1 1 !
dv dw = —=—dv dw = | —e"/*™—e W/ dp dw
V= 55 em Y {4me 4m° v aw

1 - 1 B
_ v—w) /25 T r/2m  In(r—2m 5 AaT
_ { p(v—w)/ WJ do div = [We /2m gIn( )} dv dw

—1 2

1 2 16

= [—16 267"/27"7’(1 - —m)} do di = L emr/2m 1 g
m r

Die Schwarzschildmetrik hat also in Kruskal-Szekeres-Koordinaten die Form

16m?
DM = 2m g5 i + r2d0>
.

ds® =
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-
-

t= konstant:"f

Abbildung 3: Kruskal-Diagramm. Vergangenheits- und Zukunftskegel werden an jedem Punkt
- wie in der Minkowski-Metrik - durch 45°-Geraden gebildet. Beachtenswert ist, daf} die
Schwarzschild-Zeitkoordinate in der Region I’ scheinbar riickwirts liuft.

Durch eine weitere Drehung (v, w) — (£, ) kann die Koordinatendarstellung wieder der iiblichen
Darstellung angepaft werden. Die Kruskal-Szekeres-Koordinaten haben den Vorteil, dafl sich
lichtartige Geoditen wie bei der Minkowskimetrik an jedem Punkt als 45°-Geraden darstellen
lassen. Koordinatenlinien mit konstanter Schwarzschildzeit ¢ sind ebenfalls Geraden und laufen
durch den Ursprung des Koordinatensystems, wobei ein bestimmtes ¢ zweifach in Erscheinung
tritt - sowohl als raumartige (bei r < 2m) wie auch als zeitartige (bei r > 2m) Koordinatenlinie.
Linien mit konstantem r scheinen als Hyperbeln auf, der Ereignishorizont » = 2m als durch den
Ursprung laufende Geraden (entartete Hyperbeln). Die Singularitit » = 0 wird ebenfalls als
Hyperbel abgebildet (Vgl. Abb. 4.9, Darstellung frei nach [12]).

In der Kruskal-Szekeres-Darstellung der gesamten Schwarzschild-Mannigfaltigkeit lassen sich
vier Regionen unterscheiden: Region I ist isometrisch zu der von der gewohnlichen Schwarzschild-
metrik dargestellten Mannigfaltigkeit, Region I+11 sind isometrisch zur avancierten Eddington-
Finkelstein-Losung, wihrend Regionen I+11’ isometrisch zur retardierten Losung sind. Zusétzlich
existiert eine Region I’, die ebenfalls isometrisch zur Schwarzschildlésung ist; es gibt jedoch kei-
ne zeitartigen oder lichtartigen Verbindungslinien zwischen Region I’ und I. Jeder Punkt im
Kruskal-Diagramm stellt eine Kugel mit der Fliche 47r? dar. Im Koordinatenursprung selbst
ist » = 2m, die Fliche der Kugel somit 16wm?; der Schnitt entlang dieser Koordinatenlinie wird
als die Einstein-Rosen-Briicke bezeichnet, als , Tor zu einem anderen Universum®. Dieses andere
Universum kann jedoch nie betreten werden, nur ein Beobachter innerhalb des Schwarzschildra-
dius kann dessen Existenz bemerken (Vgl. [12], pp. 149). Die Koordinatenlinien konstanter
Schwarzschildzeit in der Auflenregion I treten dabei in der unsichtbaren zweiten Auflenregion I’
in umgekehrter Reihenfolge auf, dort scheint die Zeit von ¢ = +o0o nach t = —oo zu laufen
(scheinbar, da die Koordinate ¢ auf die Eigenschaften der Region I hin gemiinzt wurde).
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Abbildung 4: Penrose-Diagramm

64

Die mithilfe der Kruskal-Szekeres-Koordinaten durchgefithrte Erweiterung der Schwarzschild-
16sung ist mazimal, da alle Geoddten entweder bis zu einem beliebig grolen Bahnparameter aus-

gedehnt werden kénnen oder bei einem endlichen Wert die Singularitét bei r = 0 erreichen.

Um auch Punkte, die im Unendlichen liegen, in einer Karte darstellen zu konnen, ist es niitzlich,
eine neue Koordinatentransformation  =arctan(z) und ¢ =arctan(?) einzufithren. Punkte bei
+o00(—00) werden so auf +7/2(—m/2) abgebildet; diese Darstellung wird als Penrose-Diagramm

bezeichnet.

4.10 Darstellung in der Schwarzschild-Karte

Die avancierte Zeitkoordinate der Eddington-Finkelstein-Koordinaten folgt aus den Schwarzschild-

koordinaten als:
tF =t+2min|— — 1]
2m
Fiir die retardierte Zeitkoordinate folgt ein analoger Ausdruck:

-
tT=t—-2mln|— —1
mn|2m |

Die retardierte Zeitkoordinate kann auch mittels der avancierten Zeitkoordinate ausgedriickt wer-

den:
t— =1t —4mln|i —1]
2m

Fiir das Differential der Schwarzschildzeit kann geschrieben werden:

2m/r

_ 2m

dt =dtT — dr

Womit sich nach Einsetzen in die Schwarzschildmetrik in der avancierten Karte {¢*,r} ergibt:

2 4 2
d82 = (]_ — _m> dt+2 — —mdt+d7“ _ <1 4 m) dT2 _ 7"2d92
r r r

Das Differential der avancierten Zeit als Differential der retardierten Zeit geschrieben,

dr

T

2m

dtt =dt™
* 1

eingesetzt in die Metrik, ergibt

2 4 2
ds® = (1 - —m) dt=> + = dr — (1 + _m> dr? — 124>
T T r
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(,, WeiBe-Loch“-Karte {¢t~,r}). Der Lichtkegel an jedem Punkt wird durch die Lichtkoordinaten v
und w bestimmt:

vi= t+4 [dt =:tt+r
w:= t—[dt =t —r

Einlaufendes Licht bewegt sich entlang vy = const. :

qi(s) = {s—vo,—s}p+ .y —0<s<0
(j[v](s) = 8t+ - 6)T

An jedem Punkt gilt G(gp.(s),qp(s)) = 0, wie sich durch Einsetzen leicht iiberpriifen 1a8t. Aus-
laufendes Licht bewegt sich entlang

wozconst.:t*—r:t+_4m1n|L_1|
2m
daher
s
qu)(s) = {w0+4mln|%—1|+575}
2
d[w](s) = [—45+1] O+ + Oy
T 2m

Nun gilt fiir die Zeitkomponente des auslaufenden Lichtstrahles:

9 4+oo fiir s>2m,s—2m
q'f:;](s): +1=¢—00 fir s<2m,s—2m

- 2= -

fir s=0

Bei s = 2m findet ein ,,Sprung® in der Richtung des auslaufenden Tangentialvektors von +o0o «
—oo statt, zudem lduft in dieser Parametrisierung der auslaufende Lichtstrahl bei s < 2m in
entgegengesetzter Zeitrichtung.

Es ist daher nétig, fir 11
den auslaufenden Strahl in

der Region mit r < 2m

die Parametrisierung um-
zukehren, d.h. s durch —s

zu ersetzen. Die Bedin-

gung fiir die Zeitorientie-

rung der Bahnkurve

Parameterisierung
umdrehen (s — —s) fiir
- korrekte Zeitorientierung

it (s) > 0 -

A ca
muf an jedem Punkt der %,
Bahnkurve erfiillt sein. 1 4

Die Bahnkurve des auslaufenden Lichtstrahles lautet daher korrekt:

(s) {wo +4mn |5~ — 1|+ 5,5}  +2m <s <00
w|\$ =
Q] {wo +4mn|5> —1] =5, -5} —2m<s<0

q'[w] (S) — ) 2m
1+

1}8t+78r —2m <s<0

— —
2m
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Als néichster Schritt konnen beide Bahnkurven in der Weiflen-Loch-Karte {t~, 7} dargestellt wer-
den, es gilt:
t~ =t —4mln|L — 1]
2m
In dieser Karte:

q)(s) = {s—wvo—4dmn|5> — 1|, =s}- —00<s5<0

() = (1-2-) o - o, 0 <5 <0

und

{wo +s,8} 2m<s
{wog—s,—s} —2m<s<0

In dieser Karte gilt fiir die Zeitkomponente des einlaufenden Strahles

-1 fir s=0
-r( =1 2 —oo fir s< —2m,s — —2m
S) = —_ - =
Il 1+ 5 +oo fiir s> —2m,s — —2m

+1 fir s— —o0

Da sowohl ¢, als auch g, bereits richtig durchlaufen werden, ist eine Umparameterisierung hier
nicht mehr moglich. Bei der Darstellung der Schwarzen-Loch-Losung in der Weiflen-Loch-Karte
luft also tatséchlich die v = const. Kurve im Bereich r < 2m entgegen der Richtung der Zeitkoor-
dinate t~, ebenso die Bahnkurve w = const. . Letztere wird allerdings in der Weiflen-Loch-Karte
als gerade Linie dargestellt, die den Ereignishorizont scheinbar problemlos zu queren scheint. In
Wabhrheit jedoch handelt es sich dabei um zwei unterschiedliche Abschnitte, deren jeweiliger Ur-
sprung bei r = 2m (t = —o0) liegt und die von dort aus in die jeweils von r = 2m fortfithrenden
Richtungen laufen. Beide Abschnitte entsprechen den beiden in der Schwarzen-Loch-Karte ge-
trennt dargestellten Bereichen w = const., die nur durch die spezielle Koordinatentransformation
eine einzige durchgehende Linie zu bilden scheinen. Der Punkt auf dieser Linie mit der Koordinate
r = 2m ist jedoch nicht Teil dieser Linie und trennt diese beiden Bereiche.

4

S
$’/ Punkt bei r = 2m ist
. nicht Teil der

Linie w =const.

L

N
C
Q
%

we =1

Neben der eigentlichen Schwarzen-Loch-Losung kann in der Weiflen-Loch-Karte natiirlich auch
die Weifle-Loch-Losung dargestellt werden. Sie ergibt sich aus der Schwarzen-Loch-Lésung durch
einfache Umparameterisierung s — —s im Bereich r» < 2m, im Auflenraum &ndert sich nichts. Die
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Regionen IT und I’ aus der Bezeichnung der Kruskal-Szekeres-Darstellung liegen in der Weiflen-
Loch-Karte (analog auch in der Schwarzen-Loch-Karte) quasi wie eine Blédtterung iibereinander
und gehen bei r = 2m in einen gemeinsamen AuBenbereich iiber. Der Ubergang IT — II’ und
vice versa kann durch einfache Umparameterisierung des Bahnparameters dargestellt werden.

Y

Wie man beim Kruskal-Szekeres-Diagramm gesehen hat, gibt es lichtartige Geodéten, die die
Region I’ verlassen, aber nicht in die Region I eintreten, sondern nach I’ laufen; analog kénnen in
Region IT lichtartige Geodéten eindringen, die nicht aus der Region I stammen. In der Darstellung
des Schwarzen Loches in der Karte des Weiflen Loches scheint die w =const., r > 2m - Geodéite
bei r = 2m aus dem ,Nichts* zu entspringen. Tatséchlich ist dies eine Geodite, die aus der
zweiten Blétterung, aus der dariiberliegenden Region I1’, entstammt und bei r = 2m die ,untere®
dargestellte Ebene, die aus den Regionen I und 11 besteht, betritt. Wahlt man die ,,obere“ Ebene
(Region I und II') aus, 148t sich diese Geodéte bis nach r = 0 fortsetzen.

Nicht so die w =const., r < 2m - Geodéite der Schwarzen-Loch-Losung: diese scheint in der
Weiflen-Loch-Losung tiberhaupt nicht auf, entspringt jedoch bei r = 2m, obwohl sie sich nicht in
die Region [ (riickwiirts) fortsetzen 148t. Die Erklérung ist darin zu suchen, daf iiber der Region I
ebenfalls eine weitere Blitterung, die Region I’ liegt, die nur durch die spezielle Wahl der Kruskal-
Szekeres-Koordinaten auf die andere Seite des dortigen Koordinatenursprungs gefaltet wird. In
der Weien-Loch-Karte liegt diese zweite Blitterung I’ jedoch genauso iiber der Region I wie die
Region I’ iiber der Region IT liegt. Aus dieser Region stammt die w =const., r < 2m - Geodiite,
und insofern ist auch klar, wie Region I’ in der Weilen-Loch-Karte darzustellen wére, nimlich
durch einfache Umparameterisierung s — —s der Bahnkurven im Bereich r > 2m.

Mit diesem ,,Rezept® der Darstellung der vier Regionen der maximalen Schwarzschildmannig-
faltigkeit kénnen diese nun auch in der urspriinglichen Schwarzschildkarte dargestellt werden:
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wz = J

=M

“J5U0D

Die jeweiligen eingezeichneten Lichtgeodéten verlaufen wie folgt:
@ Geodite v lauft von I—-t=400c— 1 -r=0, Zeitorientierung +t in I, —t in I1
@ Geodite wy lduft von r=0— II' -t=—o00 — I, Zeitorientierung —¢ in II', +t in I
@ Geodiite wyy lauft von I’ >t =—-00 — I[I - r =0, Zeitorientierung —t in I’, +¢ in IT
@ Geodite v' 1duft von r=0—II' - t=+o00— I', Zeitorientierung +¢ in II’, —t in I’

Aufgrund der ungiinstigen Eigenschaften der Schwarzschildkoordinaten bei » = 2m erschei-
nen selbst zusammengehorende Geodéten in der Schwarzschildkarte getrennt. Geodéten laufen
beim Uberqueren des Ereignishorizontes iiber den Punkt ¢t = 400 bzw. t = —o0, soda§ in der
Schwarzschildkarte die Linien v =const. bzw. w =const. als Einheit zu sehen sind, insgesamt
sind also nur zwei Koordinatenlinien dargestellt. Jede dieser Koordinatenlinien entspricht jedoch
jeweils zwei lichtartigen Bahnkurven, die sich voneinander in ihrer Laufrichtung unterscheiden.
Dem ,,gewohnlichen® Weltall entsprechen dabei diejenigen Bahnkurven, deren Zeitorientierung +t
in der Region T ist, also v (einlaufender Strahl) und w; (auslaufender Strahl). Bahnkurven mit
invertierter Parametrisierung entsprechen den jeweils parallelen Regionen, also 11’ und I'.

Daf es sich in Wahrheit um vier unterschiedliche Bahnkurven handelt, wird durch die Darstel-
lung der beteiligten Geoditen in der Kruskal-Szekeres-Karte deutlich:

wrr

Letztlich bleibt zu bemerken, dafl die Region des asymptotisch flachen Paralleluniversums auch
in der Schwarzschildkarte dargestellt werden kann, allerdings scheinen lichtartige (und damit

auch zeitartige) Geodéten dort in die Vergangenheit (d.h. in Richtung kleinerer Schwarzschild-
Koordinatenzeit) zu laufen.
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4.11 Ein spekulativer kosmologischer Aspekt

Wie in den vorigen Abschnitten gezeigt wurde, kann parallel zu dem asymptotisch minkowskischen
Auflenraum eines Schwarzen Loches ein weiterer asymptotisch flacher Raum existieren, dessen
Existenz von einem Beobachter erst beim Uberqueren des Ereignishorizontes bemerkt werden
kann. Nachdem der gesamte Kosmos wohl mehrere Schwarze Locher enthalten miifite, konnte
jedes davon eine Briicke zu einem Paralleluniversum bilden.

Die Theorie liefert zwar keine Anhaltspunkte dafiir, dafl alle diese Paralleluniversen identisch
sein sollten, es spricht aber auch nichts dagegen. Letzteres wiirde bedeuten, da§ zu unserem Uni-
versum genau ein Paralleluniversum existiert, wobei beide Universen von einer Fiille an ,, Verbin-
dungsléchern® durchzogen sind. Das Paralleluniversum hétte zudem die Eigenschaft, dafi in ihm
die Zeit - von uns aus gesehen - riickwérts liefe, ahnlich wie die statische Schwarzschildzeit in der
jeweils parallelen Auflenregion eines Schwarzen Loches riickwérts liefe. Dies wiederum lit eine
Assoziation mit der quantenmechanischen Beschreibung der Antimaterie aufkommen, deren Ver-
halten ebenfalls mathematisch durch eine Zeitumkehr beschrieben werden kann. Was, wenn dieses
Paralleluniversum aus Antimaterie bestiinde? Bei einem Schwarzen Loch ist nicht erkennbar, ob
es aus Materie oder Antimaterie gebildet wurde, nach auflen erscheint es nur als eine grofie Ener-
giekonzentration, deren Gravitationswirkung gleich der einer Masse nach auflien hin spiirbar ist.
Die Unterscheidung Materie- Antimaterie ist nach dem Ubertritt einfallender (elektrisch neutraler)
Massen iiber den Ereignishorizont hinféllig. Geméfi dem ,No Hair“-Theorem ist ein Schwarzes
Loch iiber die Groflen Masse, Ladung und Drehimpuls eindeutig bestimmt, alle weiteren Materieei-
genschaften wie etwa die Baryonenzahl der eingefallenen Materie gehen beim Gravitationskollaps
verloren. Diese Vorstellung wiirde auch erkldren, warum es genau ein Paralleluniversum gébe:
WEeil es ja auch nur eine Art von Antimaterie gibt.

Diese beiden Universen wiren beim Urknall (oder einem dem Urknall &hnlichen Zustand,
der Ahnlichkeit mit dem Ereignishorizont eines Schwarzen Loches aufweisen miifite) jeweils neu
entstanden und hétten sich dann jeweils parallel in einer eigenen , Blatterung® entwickelt. Damit
wére auch erklirt, warum unser Weltall vorwiegend aus Materie besteht, da ja die Antimaterie
parallel zu uns in einem eigenen Universum existiert. Erst beim Eintritt in ein Schwarzes Loch
oder beim ,,Big Crunch“ kénnte man von der ,fehlenden“ Antimaterie Notiz nehmen.

Auch die Frage ,,was war vor dem Urknall?“ konnte dahingehend beantwortet werden, daf}
ein ,, Vorher“ in unserer Zeitkoordinate ja ein ,Nachher® im Paralleluniversum bedeutet. Wiirde
man von uns aus gesehen weiter zuriickgehen, als das Universum alt ist, kime man damit im
Paralleluniversum vorwérts.

Schwarzes Loch

ol IN

Antimaterie

Urknall
Um diese Spekulationen zu iiberpriifen und festzustellen, ob sich eine ,,objektivere* Zeitkoor-
dinate definieren liefle, in der die Zeitrichtung des Paralleluniversum gleich wie die unsere verliefe,
wire es wohl notig, eine dem Ubergang von der statischen Schwarzschildlssung zu den Kruskal-

Szekeres-Koordinaten #hnliche Uberlegung mit einem homogenen kosmologischen Modell anzu-
stellen. Vielleicht wire es so moglich, ein beide Universen umfassendes Gesamtbild zu erhalten.
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5 Homogene, isotrope Riume - Standardkosmologie

5.1 Die sphéarische Metrik
Die Metrik des euklidischen Raumes in Kugelkoordinaten lautet:
ds® = dp® + 02dV* + ¢ sin? ¥dy?

Fiir p=const. beschreibt die Metrik eine Kugeloberfliche. Die Oberfliche einer Kugel mit dem
Radius R besitzt somit die folgende Metrik:

ds® = R* dv? + R? sin® 9dp?
Um die Metrik auf die Form ds? = - - - 4+ r2d? zu bringen, kann die Koordinatentransformation:
r = Rsind
mit der Umkehrtransformation
9 in —
= arcsin —
R

eingefiihrt werden. r entspricht dem Abstand eines Punktes auf der Kugeloberfliche von der
Kugelachse (9 = 0). Uber die Beziehung

d ing| 1 1 1 1
dﬁ:d[msqum_d_l S T "
rRITdlE] R Jp i VT
R2
ergibt sich die Metrik nun zu:
ds? = —dr? + r2dy?
1=

Die Koordinatenfunktion r kann nur Werte von —R bis +R annehmen. Bei r = +R wird die
Metrik aufgrund der Koordinatenwahl singulér, was aber fiir die metrischen Eigenschaften des
Raumes keine Bedeutung hat (vgl. frither: Schwarzschildmetrik am Schwarzschildradius, 4.3).
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Die Metrik eines sphérischen héherdimensionalen Raumes kann in einer analogen Weise dargestellt
werden, indem dp? durch d2? ersetzt wird und dQ? die Metrik des gekriimmten Unterraumes dar-
stellt; bei entsprechender Normierung von r ergibt sich fiir die Metrik einer beliebig dimensionalen

Kugel:
d 2
ds? = T=— +r?dQ?
—r
5.1.1 Isotrope Koordinaten
Mithilfe der Koordinatentransformation
,’:
r=——
1+

werden sogenannte isotrope Koordinaten eingefiithrt. Es gilt:

dr T 27 dr
dr = = N2 4
(e g)

Damit:

dr? A7 72\ 1
2 e\ 1) o= T T
(1+7%)

()

Die Metrik (32) nimmt damit in isotropen Koordinaten die Form

ds? = —— = [di? + 72dO?]
1+

an.

arctan(7/2)

5.2 Die Robertson-Walker Metrik

(32)

Um {iber den Kosmos iiberhaupt etwas aussagen zu kénnen, wird die Giiltigkeit des kosmologischen
Prinzips vorausgesetzt: Der Kosmos ist im wesentlichen homogen und isotrop. Diese Annahme ist
in kleinen Bereichen sicher falsch, aber das kosmologische Prinzip mufl auch nur in kosmologisch
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relevanten Entfernungen giiltig sein. Lokal konnen dann im nachhinein Modifikationen am Modell
vorgenommen werden, ohne dafl der Kosmos als Ganzes beeinflufit wiirde (vgl. spiter: Einpassung
der Schwarzschildmetrik in den Friedmann-Kosmos, 6.1).

Ein homogener Raum muf} an jedem Punkt die gleiche Kriimmung aufweisen, der Kriitmmungs-
skalar also ortsunabhingig sein (also % = 0). Die allgemeinste rdumlich symmetrische Metrik
stellt die Robertson-Walker Metrik dar:

1
ds® = g dat da” = dt* — S(t)? 2 dr? 4+ r? (d9* + sin® 9dyp?) (33)

1-k

Je nach k > 0, k = 0 oder k < 0 beschreibt sie einen sphdrischen, einen flachen bzw. einen
hyperbolischen Raum. Die Funktion S(t) wird als Skalenfaktor bezeichnet, sie hat nur im Fall
k = +1 eine physikalische Bedeutung, niimlich als zeitabhingiger Radius der S®. Punkte mit
einem metrischen Abstand von 27S sind identisch. Im hyperbolischen Raum ist S ein Ma$ fiir
die lokale Raumkriimmung, die durch 1/5? bestimmt ist. Im flachen Raum hat S(t) keinerlei
physikalische Relevanz.

Die Christoffelsymbole des zugehorigen Levi-Civita-Zusammenhanges lauten:

Vi, =55, Vig=1.12.5.2.5
Vi, =3-sin®d-r?.5.2.8 VI, =8/
Vi, =5/$ Vi = i
ho =1 (1—k-r?) V:;w:f%sin%%(lfkw?)
vy, =S/S vy, =1/r
Viy =S/8 V2 =1/r
VY, = —sind - cos? vé =S/8
Ve, =1/r Vés = s
Vi, =15/8 Vi, =1/r
Vie = o
Daraus folgt der Riemann - Tensor:
Rl =155, Rb,, =-5-12.§
wat:fSorlsinQﬂ-S" Ry, =-5/8
RYy, = -S/S Rf, =-S5/
Ritr = % R;tr = S/S
Ry = =12+ (k+$?) Ry, = —sin® 912 (k+ $2)
Rfﬂr = 1kj;gS:2 wa = fjsz
Ry, =S-12-8 5Tﬁzr2.<k+gz>
R}y = 8 /S R}y =~ lkj;cS:Q
R&w = —sin?9-r?. (k—!—SQ) R:;pﬁ =7r2. (k+52>
Rl,, =S-sin®0-r?. S R;w:sin219-r2~(k+52)
Rgm;:sinzﬁ-r2~<k+5'2) RﬁLP:S/S
RE,, = —£25 RSy, =~ (k+5?)
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Der Ricci-Tensor hat die Gestalt:

Rtt - _%

Rm- - 2'(k";fk%22+s >

Ry =12 (2. [k+52] +S~S‘)
R,, =sin®9d- Ryy

woraus man leicht sieht, dafl nur Ry und R, unabhiingige Gleichungen innerhalb der Feldglei-
chungen sind. Der Kriimmungsskalar ergibt sich als

.12 .
6 ([s} +k+S-S)
g2
und ist - wie aufgrund der Homogenitétsforderung des kosmologischen Prinzips erwartet - ortsun-
abhéangig. Letztlich lautet somit der Einstein-Hilbert-Tensor:

m:

3<(k+[S]2>—A-S2
tt = — g2
—A-S%42.5-8+k+[S)?
Hik:( T []>gm

5.3 Die Feldgleichung des homogenen, isotropen Kosmos

Da die Robertson-Walker-Koordinaten das Ruhesystem der Materie beschreiben, in dem jedes
Teilchen frither oder spéter zum Stillstand kommt, kann die 4-Geschwindigkeit von vorneherein
als u = (1,0,0,0) angesetzt werden. Der Energie-Impuls-Tensor ergibt sich mit diesem Ansatz als:

Tyy=o Tik = =D Gik

Aus den unabhingigen Komponenten der Einsteinschen Feldgleichung H,, = 27}, folgen die
beiden Friedmann-Lemaitre-Gleichungen:

3-<k+[3r>—A-S2

2 =20 (34)
N 12
<A.S2+2~S~S+k+ B )
o2 =-2p (35)
Die Kombination £ [(35) — 3(34)] liefert die Beziehung:
. A 0
S—gS—f(ngp)S (36)
Der Energieerhaltungssatz liefert die Beziehung;:

S
Alle weiteren Komponenten (r, 9, ¢) sind automatisch Null. Mit p = p - ¢ folgt die Gleichung

3-8 o(u+1)+8-6=0
Mithilfe des Ansatzes o(t) = M - S(t)* ergibt sich {iber
3-(u+1)S-M-8%=—-8-M-aS* ' =—M-aS”
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die Beziehung
a=-3-(p+1)

M ist eine Erhaltungsgrofle in der Bewegungsgleichung und kann als die gesamte gravitativ aktive
Masse innerhalb des von S(t) umfafiten Bereiches angesehen werden. Damit:

n=3 Strahlung o(t) < 1/5(t)*
w=0 Inkohérente Materie o(t) x 1/5(t)*
w=-1 Quantenvakuum o(t) = const.

5.4 Allgemeine Eigenschaften der Robertson-Walker Metrik
Entlang einer lichtartigen Geodéten gilt ds = 0. Radiale Geodéten erfiillen somit die Bedingung:

S(t)?
2 _ 2 2 _
ds® =dt 1—kr2dr 0

Sei to der Emissionszeitpunkt eines Lichtstrahles, der bei 7 = 0 ausgestrahlt wird?. Der Lichtstrahl
wird in der Koordinatenentfernung r; zum Zeitpunkt ¢; detektiert. Somit gilt:

ty

dt _7 dr
; S(t)_o V1—Ekr?
0

Zu einem Zeitpunkt ty + Aty wird ein zweiter Lichtstrahl bei » = 0 ausgesandt, der zur Zeit
t; + Aty beim im Koordinatensystem ruhenden Beobachter r = r; eintrifft. Das Integral iiber r
dndert sich somit nicht, es gilt:

t1 t1+AL
dt / dt
S(t) S(t)
to to+Ato
Die rechte Seite 148t sich folgendermafien umformen:

t1+At ty to+Ato t1+AL

[l e
Sty J S S5(t) S5(t)
to+Ato to to t1
woraus folgt:
to+Ato t1+Aty
R
St) S(t)
to t1

Unter der Annahme, dafl S(¢) sich nur langsam &ndert und withrend der Emissionszeit Aty bzw.
der Detektionszeit At¢; hinreichend konstant bleibt, kann S(¢) aus dem Integral herausgezogen
werden:

to+Atg t1+At
dt = dt
S(to) S(t1)
to tl
also:
1 1
Aty = At
S(to) 0 S(t1) '

20hne Beschrinkung der Allgemeinheit, da Homogenitit vorausgesetzt wird
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oder auch:

Aty S(to)

Aty S(t)

Atg stellt die Zeit zwischen zwei Ereignissen dar, also beispielsweise auch den zeitlichen Abstand
zweier Amplitudenmaxima einer elektromagnetischen Welle. Die Wellenléinge Ag wird also in der
gleichen Weise gedehnt wie der Skalenparameter S(t) wichst:

NEECIN
S(to)
Fiir die Rotverschiebung z eines Licht austrahlenden Objektes gilt somit:
AN A=A
Ao Ao Ao S(to)

wobei tg den Emissionszeitpunkt, ¢ den Detektionszeitpunkt darstellt (t > to). *
Fiir den Unterschied der Rotverschiebung zweier Ereignisse zu den Zeitpunkten ¢; und ¢g mit
t1 > to (Ereignis 1 findet spéter als Ereignis 0 statt) gilt:

S)  S(t) S(t)

Z(tvtO) _Z(tvtl) = S(t()) - S(tl) = S(to) ) S(tl) [S(tl) - S(tO)}

In einem monoton expandierenden Universum folgt aus t; > to = S(t1) > S(tp) und somit
z(t,to) > z(t,t1), die Rotverschiebung steigt also mit der Riickblickzeit.

5.5 Die kosmologischen Parameter

Die Friedmann-Lemaitre Gleichung lautet:

§2= —k+ " +52
TS
Werden alle Arten von Materie (inklusive der als Quantenvakuum interpretierbaren kosmologi-
schen Konstante) im Sinne der Kontinuumsmechanik durch ein gemeinsames Skalarfeld ¢ be-
schrieben, so hat die FL-Gleichung die Form:

205% 20052 2005

=—k
3 + 3 + 3

S§% = —k+

Notation: Variablen mit Index ,,M“ bezeichnen Materiegréfen, mit Index ,A“ Aquivalenzgréfien
zur kosmologischen Konstanten; Variablen ohne Index bezeichnen allgemeine kontinuumsmecha-
nische Grofien.

5.5.1 Der Hubbleparameter

Der Hubbleparameter H := S /S kann iiber die Friedmann—Lemaitre—Gleichung bei Division durch
S? ausgedriickt werden:

_E_ k+29_ E 20m 204
s §2 0 37 92 3 3

H2

Dabei ist % die lokale Raumkriimmung. Wie man sieht, héngt diese nicht nur von der lokalen
Energiedichte ¢ ab, sondern auch vom Bewegungzustand der Materie (,,kinetische Energie*, durch
den Hubbleparameter H ausgedriickt). Eine analoge Interpretation 148t die Tolman-Metrik (52)

30ft wird mit to auch der Zeitpunkt der Beobachtung bezeichnet und mit ¢; die Riickblickzeit (tg > #1). In

S(to)

dieser Bedeutung ergibt sich z + 1 = S
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zu, bei der die lokale Raumkriimmung ebenfalls von der Gesamtenergie der Materie bestimmt
wird.
Die kritische Dichte aller Materiearten ist durch den Grenzfall k¥ = 0 bestimmt.

. 352 _ 3H?
0= o = 555 = —5
Den Materiearten 148t sich eine Dichte zuordnen:
_3M _A
oM = o3 on =3

5.5.2 Die Dichteparameter ();
Die Dichteparameter sind definiert als das Verhéltnis der Materiedichte zur kritischen Dichte:

oM 2M - 2M o 2QM

Q=M _ == _ ST _ ZEM
M=, T H2S3 T 429 3H?

on  AS? A
Qpi=A =22 -
oc 352 3H?

Die Friedmann-Lemaitre-Gleichung lautet nach Division durch $2:

k 2M  AS? k k

§+%+§ :—§+QJM+QA :—E‘f‘ﬁ

geschrieben werden. Unmittelbar einsichtig ist, dafl ¥ = 0 die Bedingung = 1 impliziert. Es
gelten die Zusammenhénge:

1=-—

<l—k=-1
Q=Qu+%U<=1—-k= 0
>1—k=+1

oder: k =sign(Q — 1). Umformung der Friedmann-Lemaitre-Gleichung:

Q-1 1
ko S2H?
Daraus:
sign(Q2 — 1) 919
—— < =5“H
Q-1

Wegen sign(z)/x = 1/|z| folgt somit allgemein ein Ausdruck fiir den Weltradius S in Abhéngigkeit
von den kosmologischen Parametern H und Q:

1

L ——
H2|Q — 1]

Der Weltradius S kann durch die Messung von H und Q bestimmt werden. Uber S = HS folgt
die momentane Expansionsrate. Der Kosmos ist somit durch die zwei (im Prinzip mefibaren)
Zahlenwerte Hy, €y eindeutig bestimmt.
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5.5.3 Der Beschleunigungsparameter ¢
Die zeitliche Ableitung der Friedmann—Lemzﬁtre—Gleichung ergibt:

M A

S=—§+§S

Multiplikation mit S ergibt einen zur Friedmann-Lemaitre-Gleichung &hnlichen Ausdruck:
M A

89S =—-—"+=-92
st3

Division durch $? stellt eine Beziehung zwischen dem hiermit definierten Beschleunigungsparame-
ter ¢ und den Dichteparametern her:

_SS M AS? Qu

1= T s T3 T2 T
Somit gilt:
Qnr
0= q,

Der Beschleunigungsparameter ist notwendig, um bei gegebenem Q = Q7 + Q4 (das allein fiir die
geometrischen Verhéltnisse wie die lokale Raumkriimmung verantwortlich ist) zwischen 5, und
QA unterscheiden zu konnen:

2
Qpr = g(Q‘FQ)

1
Qp = g(Q — 2q)

Fiir A = 0 beinhaltet ¢ keine zusétzliche Information gegeniiber dem Dichteparameter 2 = Q,y,
er bietet jedoch eine alternative Mefimethode.

5.6 Losungen der Friedmann-Lemaitre-Gleichungen

Aus der Friedmann-Lemaitre-Gleichung

"9 2M A,

S=—-k+ 5 + 3 S (39)
kann S(t) leider nicht analytisch als Lésung gewonnen werden. Allerdings kann durch Multipli-
kation von (39) mit S der Ausdruck S2S (im Wesentlichen die Expansionsgeschwindigkeit und
gleichzeitig der Reziprokwert des Dichteparameters der Materie, vgl. (37) ) in Abhéngigkeit vom
Skalenparameter S dargestellt werden. Das Ergebnis ist ein relativ einfach zu interpretierendes
Polynom dritten Grades:

X A 2M
P(S):=5%S = —kS+2M + -S> = ——
3 Qs
Die erste und zweite Ableitung nach S lauten:
P'(S) = —k+ AS? P"(S) =2AS

Bei S = 0 (Urknall) startet die Funktion P(S) beim Wert 2M, fiir den Dichteparameter der
Materie ergibt sich der Wert 1:

P(S=0)=2M Qu(S=0=—r =1
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Abbildung 5: Das Dichteparameterpolynom verschiedener Weltmodelle

Die Steigung der Polynomfunktion bei S = 0 ist identisch mit dem negativen Kriimmungsparameter
(P'(S = 0) = —k), fiir alle Werte von k ist der Punkt S = 0 ein Wendepunkt des Polynoms
(P"(S =0) = 0). Fiir k = +1 besitzt das Polynom ein Minimum bei 1/v/A, im Fall k = 0 ist der
Punkt S = 0 ein Sattelpunkt:

P/(Smin) =0 — Smin =+ %

(Bei S = —1/+/A sitzt das physikalisch nicht relevante Maximum des Polynoms.) Nur fiir k& = +1
ist eine weitere Untersuchung der Polynomfunktion interessant:

A . 2M
PT(S):=—-S+2M + -5 = ——
3 Qur

Fiir das Minimum ergibt sich:
+ 2
Das heifit:
3M>1/VA  — P (Smm) >0

3M =1/VA — Pt (Smin) =0

3M < 1/VA — P (Smin) <0

Im Speziallfall 3M = 1/ VA ist eine statische Losung mit

S=3M=1/VA
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moglich, das Einstein-Universum (S = 0,Q); = o0). Die Metrik des Einstein-Universums kann
in statischen Koordinaten in der Form

dR?

2 _ ;2
ds® =dr "1 KR2

— R*d0? (40)
mit K = A — 2p geschrieben werden ([4], p.335); vgl. 5.7.3. Im Fall eines Staubuniversums p =0
reduziert sich die Metrik auf

dR?

2 1092
1—AR2_R dQ)

ds® = dr? —
woraus sich mit der Koordinatentransformation R = rS mit S = 1/v/A direkt die Robertson-
Walker Metrik eines sphérisch geschlossenen Weltalls ablesen 148t. Dieses Modell ist aber als
statische Losung unattraktiv, da es keine stabile Losung darstellt: wiirde Materie im Einstein-
Universum in Strahlung umgewandelt, hitte dies zur Folge, daB das Universum als Ganzes zu
kontrahieren begédnne, umgekehrt wiirde Kondensation von bereits vorhandener Strahlung in Ma-
terie sofort den Beginn einer Expansion des gesamten Weltalls einleiten ([4], p. 346). Neben dem
Einstein-Universum und dem etwas spéter behandelten de-Sitter-Universum stellt nur noch die
Minkowski-Metrik der speziellen Relativitdtstheore eine mogliche statische Losung fiir ein homo-
genes Weltall dar; neben diesen drei Moglichkeiten gibt es keine weiteren stationdren homogenen
Losungen (Robertson 1929, vgl. [4], p.337).

Der Fall P*(Spin) > 0 beschreibt Universen, die ewig expandieren und eine Phase minimaler
Expansion durchlaufen (z.B. das Weltmodell von W.Priester). Félle mit P (Syin) < 0 beschreiben
oszillierende Weltmodelle, da P(S) > 0 sein muB (wegen S? > 0). Neben den Losungen, die
bei S = 0 starten, kann es auch Losungen geben, die aus dem Unendlichen kommen, auf ein
Minimum kollabieren und danach wieder expandieren; zu diesen Losungen gehort insbesondere
das de-Sittersche Weltmodell M = 0, A > 0. In diesem Fall ist keine oszillierende Losung moglich,
das Universum mufl im Unendlichen starten und ein nichtsinguldres Minimum durchlaufen. In
Anlehnung an das Weltmodel von Wolfgang Priester sollen hier derartige Losungen als ,,Big-
Bounce“-Kosmen bezeichnet werden - als Verdeutlichung, dafl hierbei anstelle des ,,Big Bang* nur
ein Durchgang durch ein Minimum erfolgt, den Priester auch als den ,,Urschwung® bzw. Pfleiderer
als ,, Urprall“ bezeichnet.

5.7 Das de-Sittersche Weltmodell
5.7.1 Beschreibung mit der Robertson-Walker-Metrik

Im Falle eines materiefreien Universums (¢ = 0, p = 0, daher auch T"¥ = 0) folgen aus den
allgmeinen Friedmann-Gleichungen (34), (35) die Friedmann-Gleichungen des Vakuums:

o A
k+S2:§-S2 (41)
2-8-S+k+852=A-52 (42)

Die Kombination von (41) und (42) liefert die Beziehung:

A
§=38 (43)

Aus (43) 148t sich mit der Abkiirzung w = \/—% sofort die allgemeine Losung ablesen:

S(t) =8 - et + 8y et (44)
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Maximale Materiedichte /gv
bei S =1/VA

Einstein-Universum (statisch)

Abbildung 6: Darstellung des Dichteparameterpolynoms fiir sphérisch geschlossene Weltmodelle
bei unterschiedlichen Werten der kosmologischen Konstanten und der Gesamtmasse des Weltalls

oder auch:
S(t) = Sp - sin (wt + o) (45)

Zwischen den beiden Darstellungsformen gelten die Beziehungen:

S So = 2V/51%
Sy = %67“00 tan g = —1 (Sl + 52) / (51 . Sz)

Dabei konnen alle Parameter komplex sein, die Gesamtfunktion S(t) mufl jedoch reell sein. Fiir
den Kriimmungsparameter k folgt aus (41) die Beziehung:

k=4545.5, oder k=452

o A <0, w reell (Anti-deSitter Universum)

Damit S(t) reell ist, miissen S; und Sy reell sein. Die folgenden Fille sind moglich:

S1-5>0 = k= -1 So reell
S1 =0 oder S =0 = k= 0 S():O
S1-5, <0 = k= +1 Sy imaginér

Im Fall £ = —1 folgt aus Sy € R, dal g = £7, denn et'T = +i; es gilt: S = :I:% =5,.

Der Fall k& = 0 scheidet damit sofort aus, da er keine (reelle) Losung zuldfit, denn der
Vorfaktor Sy = 0 kann durch kein wie auch immer geartetes g korrigiert werden.

Der Fall k£ = +1 scheidet ebenfalls aus. Da w reell ist, miissen auch Sy und ¢q reell sein.
e A >0, wimaginir
Mit @ :=iw € R 148t sich i i
S(t) = Sl(EWt + 52€—wt
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schreiben. Mit reellen Koeffizienten 57,55 sind alle Kombinationsmoglichkeiten erlaubt:

S1-5,>0 = k= +1
S1 =0 oder S =0 = k= 0
S1-5, <0 = k= -1

5.7.2 Ubersicht

Zusammenfassend ergeben sich die folgenden Moglichkeiten:

A<O w reell k= —1 5(t)=5p-cos(y/—45t)

k= +1 S(t)=Sie %t+4/€5 e~ Vst
A>0 w imaginér k= 0 S(t)=5Se*t 4

k= —1 S(t)=SeVst— 3 Vit

Die Skalenfunktion fiir A > 0 148t sich allgemein schreiben als:

3k x
S(t) = SeV 34 T V3 46

(B =SVt g eV (46)
Dabei sind die Konstanten S; und & frei wiahlbar. Obwohl die Metrik des de-Sitter Kosmos schein-
bar zeitabhéngig ist, ist sie dennoch statisch, wie sich anhand einer Koordinatentransformation
t — ¢+ to zeigen 1Bt (wie auch schon Robertson erkannt hat, vgl. [4], p.348):

Af A 3k Ay A = Afx 3k Afx
t = St/ 5t _ 9O VR VR Vit _ 9% VA
S(t) Sie e + 4~A~Sle e Sie + 4-A~Sle

mit S, = Slef\/gt(’, d.h. durch die Verschiebung des Zeitursprunges éndert sich zwar die rdumliche
Skalenldnge, aber die Form der Metrik bleibt erhalten.

Die allgemeine Losung (46) 148t sich durch die Einfithrung einer symmetrischen Konstanten
o := 512y/A/3 etwas schéner schreiben:

_ 31\/175 k 1—\/Kt_1 3 VA k _ /&,
S(t)—U\/AQG 3t 4 e v ? —2\//\ oeV s —1—06 3

A
94/ 3

Im Spezialfall 0 = 1 (der durch entsprechende Wahl von ¢ immer erreicht werden kann) wird damit
die Losung je nach k durch eine cosh-, exp- oder sinh- Funktion beschrieben.

5.7.3 Eine alternative Darstellung des de-Sitter-Kosmos

Anders als mit der zeitabhéngigen Robertson-Walker-Metrik (33) kann der de-Sitter-Kosmos auch
mit der statischen Metrik
A 1
ds? = (1 — §R2> dt* — wdRQ — R? (d¥” + sin® 9dyp?) (47)

beschrieben werden (Vgl. [4], p.349), einer Verallgemeinerung der Schwarzschildmetrik mit A
(Kottler 1918), wobei die Zentralmasse m aufgrund der Homogenitétsforderung gleich 0 gesetzt
ist.

5.7.4 Geoditen im de-Sitter-Kosmos

Fiir lichtartige Geodéten gilt (wegen der Homogenitéit kann jede Geodiite als radial angesehen
werden)

A 1
0=ds*=(1-=RY)dt* — ———
s = (1= g R — -
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und somit
dR A
1 - 2R?
dt 3 R
daraus folgt
1
t(R) = dR
(7) / 1- 2R
daher gilt
t(R= %) =00 ,

das heifit: Lichtstrahlen aus der Entfernung Ry := \/% ) konnen einen Beobachter bei R = 0 nicht

erreichen, sie wiirden dafiir unendlich viel Zeit bendtigen. Ry ist daher ein (scheinbarer) Ereig-
nishorizont, kein Ereignis mit R > Ry kann einen Beobachter bei R = 0 erreichen. Allerdings
ist dies kein echter Ereignishorizont, da er fiir jeden Beobachter an jedem Punkt des Universums
in der gleichen Entfernung liegt (daher ist Ry nur ein scheinbarer Ereignishorizont), jeder Beob-
achter hat seinen eigenen Ereignishorizont. Insofern ist auch der scheinbar rdumlich geschlossene
Zustand des Weltalls nur als das subjektive Empfinden eines Beobachters zu verstehen [4], p.354.

Die 4-Geschwindigkeit eines masselosen Testteilchens auf einer radial gerichteten zeitartigen
Bahnkurve (g"(s) = (t(s), R(s), 9, ¢) erfiillt im de-Sitter Kosmos in statischen Koordinaten die
Gleichung

1

A
1 - 3 R?
Die Liange der Bahnkurve stellt eine Lagrangefunktion dar, die offensichtlich unabhéngig von der
Zeitkoordinate ist (0£/0t = 0), daher ist

0L A .

— =(1-—2R*2t=:2E

ot ( 3 )

eine Erhaltungsgrofie, die in Anlehnung an die Newtonsche Mechanik als ,Energie* des Teilchens
bezeichnet werden kann (vgl. 4.5). Daraus folgt die Bedingung

1—%R2:E2—R2

1=G(¢,4) =(1- %RZ) 2 — R? =: &(t,R)

Ableitung nach der Eigenzeit ergibt somit die Bewegungsgleichung

. A
R = 3 R

Diese Gleichung ist vollkommen ident zur Friedmann-Lemaitre-Gleichung des Vakuums (43), je
nach Anfangsbedingung bewegt sich ein Testteilchen auf einer sinh-, exp- oder cosh- Bahn, bzw.
einer Linearkombination davon. Anders ausgedriickt kann man sagen, dafl die drei scheinbar
unterschiedlichen Losungen der Friedmann—Lemaitre—Gleichungen des Vakuums fiir den de-Sitter
Kosmos in Wahrheit alle denselben - statischen - Kosmos beschreiben und jeweils nur (je nach
Beobachterposition) verschiedene Schnitte durch den zeitlich und rdumlich homogenen de-Sitter
Raum darstellen. Das de-Sitter Universum lé8t sich als vierdimensionale hyperbolische Oberfliche
in einem fiinfdimensionalen euklidischen Raum darstellen, indem die Koordinatentransformationen

a = Rsindcosyp
B8 = Rsindsing
v = Rcos?

S+e= = \/3/Ae\/§t1/1—%R2
§—e= = \/3/Ae*\/§w1—%32
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Abbildung 7: Einbettung des de-Sitter Universums als Hyperboloid in einen fiinfdimensionalen
euklidischen Raum. Die drei Losungen der Friedmann-Lemaitre-Gleichungen des Vakuums mit
k =+1,0,—1 stellen jeweils Schnitte in diesem Raum dar.

verwendet werden; in diesen fiinf Koordinaten nimmt die de-Sitter Metrik die Form
ds* = de® — d6* — da® — dB? — dv?

an ([4], p.347).

5.7.5 Das Dichteparameterpolynom des de-Sitter Kosmos

Im de-Sitter Kosmos ist M = 0, daher auch Qj; = 0, das Dichteparameterpolynom behélt dennoch
endliche Werte und nimmt hier die Form

A
P(S)=—kS + 553
an. Bei S = 0 ist P(0) = 0, die Steigung P’(0) = —k. Interessant ist wieder nur der Fall k = +1,
die Funktion
A
P+(S) = —S+ §S3

besitzt ein Minimum bei S = 1/v/A und hat bei S = 0 und S = \/3/A den Wert 0. Der Bereich
mit P < 0 ist keine mogliche Losung, der Bereich S > /3/A beschreibt die cosh-Losung des
de-Sitter-Weltalls.
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P(S)\

V3/VA S

1/vVA

5.8 Statische und mitbewegte Koordinaten

Sei folgende Metrik eine Losung der Feldgleichung:

1
A(R,t)

Die Koordinate R ist der Kugelflichenradius oder die Leuchtkraftdistanz, die Koordinate ¢ ist die
kosmische Zeit (definiert durch G(dt,dR) = 0, es gibt ein zeitartiges Vektorfeld J;, das orthogonal
zu einer raumartigen Hyperflache ist, d.h. die Nichtdiagonalkomponenten der Metrik verschwinden
- grt = 0 etc.). Diese Koordinaten entsprechen am ehesten der Vorstellung von Polarkoordinaten
und der Zeit im euklidischen, statischen Raum.

In anderen Koordinaten (7(t, R), r(t, R)) gilt:

ds®> = A(R, t)dt* — dR? — R*dQ? (48)

. . 1 . .
ds® = A(2dr? + i’ 2drdr + tdr?) — —(R*dr® + RR2drdr + R*dr?) — R(r,7)2d0?
Dabei wurden die Abkiirzungen

i— atg',r) R _ aRa(T,’I‘)
T T

— ot(r,r) — OR(m,r)
t'="g" R="%

verwendet. Im Speziellen sei 7 die Eigenzeit und r eine mitbewegte Radialkoordinate. Dann ergibt
sich:

. 1 . . 1.
ds? = (At2 — ZRQ) dr® + <Att’— ZRR’) 2drdr

Wihle fiir 7 die Wihle r orthogonal — 0
Eigenzeit — 1

1
- <At’2 + AR’2> 2dr? — R2d0?  (49)

Aus g,, = 1 folgt:

A2 — —R? =
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bzw.
A% = A+ R?
Aus g, = 0 folgt:
. 1.
r_* /
Att' = ARR

Mit beiden Gleichungen zusammen 148t sich ¢ eliminieren:

: »  RR
2 _ 4202 _
A+ R = A%t = 1257
Damit kann At” ausgedriickt werden:
At'? = RT R
A A+ R?

Somit folgt fiir g,.,:

11!%’2—/175’2:]%—/2 1— RQ. = R/Q.
A A A+ R2 A+ R?

Die Metrik (48) kann nun allgemein in der Form

72

ds? = dr? — ﬁdﬂ _ R2402

dargestellt werden.

BEISPIEL: Kottler-Metrik mit m = 0 und de-Sitter-Metrik
Hier gilt:

A
A=1-_R?
3
wobei R = r - S; die sich durch Einsetzen ergebende Gleichung
5?2 S?

147282 — Lr2g2 1= kr?

ist wegen der Feldgleichung (41)

o A
k=828
3

erfiillt.
WEITERES BEISPIEL: Tolman-Metrik (siehe auch 6.2):

2m(r)

. B , o
A+ R*(r,t) =1+ 2E(r) mit A=1 R01)

A
— gRQ(ﬁ t)

85

d.h. die spéter behandelte Tolman-Metrik 148t sich auch in statischen Koordinaten als Ineinander-
schachtelung von Schwarzschild-Metriken darstellen; die Schwarzschildlosung ist ja die allgemeine
Vakuumlosung einer beliebigen sphirisch symmetrischen Massenverteilung, wobei m(r) die ein-

geschlossene Masse ist. Fir jedes r gilt somit die Schwarzschildlésung mit m(r).

Abschnitt 6.2

behandelt diesen Fall in mitbewegten Koordinaten, in denen sich die Tolman-Metrik als Losung

ergibt.
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6 Voids

6.1 Einpassung der Schwarzschildmetrik in den Friedmann-Kosmos

Ein erster Ansatz zur Beschreibung der Entstehung von Massenansammlungen im Universum
bestiinde darin, einzelne ,Saatkorner” anzunehmen, die dann um sich herum weitere Masse an-
sammeln und so mit der Zeit zu groBeren Gebilden wachsen kénnten. Zentrale Massenansamm-
lungen lassen sich im sphérisch symmetrischen Fall durch die Schwarzschildmetrik beschreiben,
in kosmologischen Distanzen soll die Metrik jedoch in die homogene Robertson-Walker Metrik
iibergehen.

Im einfachsten Fall soll der Gesamtkosmos aus zwei unterschiedlichen Regionen aufgebaut
werden, deren duflere durch die Robertson-Walker-Metrik charakterisiert wird und deren innere
durch eine Metrik der Form

1
ds? = A(R,t)dt* — dR? — R? (d9? + sin® 9dyp?
s; (R,t) ARD) R® — R (d¥* + sin® 9dp?)
beschrieben wird, wie etwa bei der Schwarzschildmetrik mit A(R,t) = 1— 22 oder der Kottlerme-
trik mit A(R,t) =1 — %” — %R2. Die raumartige Koordinate R hat hierbei die Bedeutung eines

Kugelflichenradius. Diese Metrik mufl im Auflenraum in die Metrik

dr?
1— kr2

dsj = dr® — 5(7)? { +r? (d® + sin® 19dg02)]
iibergehen. Als erster Schritt muf8 daher die innere Metrik in der dufleren Karte {7, 7,9, p} dar-
gestellt werden (mit der formalen Abkiirzung dQ? := d? + sin® ¥dp?):

o\’ ot ot ot\?
2 _ 4. e 2 hbdhdd i 2
ds; =A (87) dr —|—2a7_ard7dr+<ar> dr]
2 2
() oo i (G7) | - ot
T T

Die Transformation der Radialkoordinate R(r,r) folgt direkt aus der Bedingung, dafl die Winkel-
koordinaten in beiden Karten identisch sein sollen:

R(r,7)=1r-5(7) = %:S(T) %:roS(T)
Damit 148t sich die innere Metrik in der folgenden Form schreiben:

N> 1 4

Lo s
or Or A

2 2

A (oY _ %
or A

Da bislang nur die Transformation der Radialkoordinate fix vorgegeben war, besteht beziiglich der

Transformation der Zeitkoordinate noch Wahlfreiheit. Sie kann daher so gewéhlt werden, dafl die
Metrik Diagonalform annimmt, d.h. g, = 0. Daraus folgt die Gleichung;:

ds? = dr® 42

dr - dr +

dr® — r?S2dQ°

ot ot rSS

or or A2
Im Prinzip kann aus dieser Differentialgleichung ¢(7,7) ausgerechnet werden. Das ist aber gar
nicht notwendig, denn die Beziehung

ar  \or A2
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kann ohne genaue Kenntnis der Transformation weiterverwendet werden:
L ’s2

or A
Noch ist % nicht bestimmt und kann frei gew&hlt werden. Sinnvollerweise wird daher g., = 1

gewihlt, im Sinne der Einfiihrung einer globalen Zeitkoordinate (die in der Robertson-Walker-
Region ohnehin bereits existiert). Daraus folgt die Gleichung:

ot -2 242 g2 242
ds} = A-(§> 'TT_TT dr* + dr® — r?5%dQ°

ot\ 2 r282s2 r282?
A(m) —ar g

und weiter:

—2 (14252 43 .
(%) - ( nggsz = TQ:;;SQ : (A+T252)

und damit schlie3lich:

(@)2_725252. 1
or) A2 (A+7n252)

(s N s s (e
I =B\ TR Ayesr) AT A \ages
_ 52 242 2 &2 1 _ S2
f—Z~(A+rS —r S>A+r25277A+7"2S2

Also:

Die Metrik hat somit im gesamten Raum die folgende Gestalt:

52
At252 r<Tro
ds; = dr* —r?5%dQ* — dr” - (50)
SQ
1—kr? r>To

6.1.1 Stetigkeitsbedingung

Per Annahme soll beim Koordinatenabstand 7 der Ubergang zwischen den beiden metrisch unter-
schiedlichen Regionen stattfinden. Diese Annahme hat zur Folge, dafl die Oberfliche der Grenz-
kugel gemifl 47735 (¢)? wichst, sich also mit dem expandierenden Kosmos ausdehnt. Wihrend
der Kugelradius in den mitbewegten Robertson-Walker-Koordinaten konstant ist, so ist fiir den
metrischen Radius die innere Metrik zu nehmen. Im Falle der Schwarzschildmetrik ist dieser aller-
dings nicht berechenbar, da raumartige radiale Geoddten nicht den Ereignishorizont iiberqueren
konnen, was jedoch fiir die Oberfldche keine Rolle spielt, da hierfiir der Kugelflichenradius R = r-S
zusténdig ist.
Die Anschlubedingung fiir g, lautet (aus (50) ):

1— kr% = A(ro,7) + 7"852 (51)

Alle weiteren Komponenten der Metrik sind von vorneherein stetig.
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6.1.2 Schwarzschildmetrik und Friedmann-Kosmos

Wird

(get in der Schwarzschildmetrik mit A) und
. 1
k+5%= 3 (208% + AS?)

(erste Friedmann-Lemaitre Gleichung, siehe (34), Seite 73) in (51) eingesetzt, so folgt:

re 2m A
1—-2(208%+AS%) =1— " — —r25?
3 (20574457 oS 370
und daraus:
205°%r3 2m
3 B T()S
Die Stetigkeitsbedingung ist also dann erfiillt, wenn gilt:
s
m=g 3 = const.

(was genau dann der Fall ist, wenn das Universum materiedominiert ist). m ist genau die Masse
einer Kugel mit Radius 795 und Dichte ¢ in normierten Einheiten (vgl. Abschnitt 3.4). In SI-
Einheiten bedeutet dies:

c? 2 or3S®  Ar
Msn=gm=6"3 g 25070

6.2 Die Tolman-Metrik

Die Tolman-Metrik ist die allgemeinste Losung der Einsteinschen Feldgleichung fiir eine beliebige
sphérisch symmetrische Verteilung druckfreier (inkohérenter) Materie (Staub) [1].
Sie hat in mitbewegten Koordinaten {¢,r, 4, ¢} die Form:

(3Ra(r,t))2
ds? = di2 — " dr® — R(r,t)? [dﬁz + sin? (9) d<p2] (52)

1+2E(r)

Die Funktion R(r,t) hat die Bedeutung eines Kugelflichenradius (auch: Leuchtkraftdistanz), eine
Kugel 8% mit der Fliche 47 R? (,Eigenfliche®) hiitte im euklidischen Raum den Radius R. Der
metrische (meBbare, ,,wahre“, ,Eigen-“) Radius einer Kugel mit dem Koordinatenradius rg zur
Zeit t ist iiber die Beziehung

TK TK

Radius(t) = /ds = Z\/%dr = / \/1+127E(7’)6R3(:7 2 dr

0

0 t,¥,pp=const.

bestimmt. R(r,t) muf} die folgenden Bedingungen erfiillen:
R(0,t)=0  R'(r,t)>0  R(r,t) >0

(Punkt bedeutet hier die Ableitung nach der Eigenzeit ¢, Strich die Ableitung nach der mit-
bewegten Radialkoordinate 7). Stimmt fiir zwei verschiedene Materieschichten mit den mitbe-
wegten Koordinatenradien r1 bzw. 79 zu einem Zeitpunkt ¢y ihr Kugelflichenabstand iiberein,
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R(r1,to) = R(ra,tp), dann bedeutet dies, daf sich dort zwei Materieschichten iiberlagern und ggf.
durchdringen. Diese sogenannte ,,Shell Crossing® ist durch R’ = 0 charakterisiert; in der Folge ist
grr = 0, d.h. die Tolmanmetrik ist bei den Durchdringungsschichten singulér und daher an diesem
Punkt nicht mehr anwendbar.

Der Einstein-Hilbert-Tensor H,, = R,, — %i)‘igw — Ag,,, ergibt sich aus der Tolman-Metrik
als:

Hy = g |2RRR + R'R? — R2E — 2RE'| - A
Hyr = 255 (7 [2B— 2 - 2RE] + 1)
Hyg = B (o [2RR 2RI + 2B — 2R ] + )

H,, = sin® 9 Hyy

Die Feldgleichungen H,, = 2T),, mit dem Energie-Impulstensor fiir Materie T},, = (0 + p)u,u, —
PYu lauten in mitbewegten Koordinaten (v = 0; = (1,0,0,0)):

Hy =2Ty =2 Q(T7 t)
2
Hrr = 2T,-7- =2 Jiﬁ p(r, t)
Hﬂﬂ = 2T1919 = 2R2 p(’r7 t)
H,p =2T,, =2 sin? 9 R? p(r,t)

Sphérische Symmetrie setzt voraus, dal ¢ und p nur von r und ¢ abhéngen.
Die rr-Komponente liefert die Gleichung;:

2F = R* + 2RR — AR? + 2pR? (53)
Differentation nach r liefert einen Ausdruck fiir 2E":
2F' = 2RR' + 2RR' + 2R'R — 2RR'A + 2RR'p + 2p' R?
Wird dies in die ¥1-Gleichung
—2RR' — 2RR' 4+ 2E' — 2R'R + A2RR’ = 2p2RR’
eingesetzt, so folgt daraus unmittelbar die Bedingung

Die Tolman-Metrik (52) gestattet also auch die Modellierung von ortsunabhiingigem, aber mog-
licherweise zeitverénderlichen Druck (in der Literatur wird generell Druckfreiheit angenommen).
Fiir noch weiterreichende Modelle ist die Tolman-Metrik zu einschrénkend.

In die tt-Gleichung

2RRR' + R'R?> — R'2E — 2RE’ — AR*R' = 29R*R’
kann nun ebenfalls das Zwischenergebnis fiir 2F und 2E’ eingesetzt werden.
2RRI + R'R? — R (R + 2RE — AR? + 2pR?)
_R (QRR’ Y 2RE +2R'E— 2RR'A + 2RR'p) _ AR®R' = 20R’R’'
Ubrig bleibt:

—ARR'R — 2R*R' + 2AR’R’ — 4pR*>R’ = 20R*R/
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bzw.
2RR'R+ R*R' = (A — 2p — 0)R’R’

Diese Gleichung kann als Ableitung nach r geschrieben werden:

d o _A—Qp—Qd 3
dr(RR)_ 3 dr(R)
oder auch:
d o A—2pd 3\ _ od 3
dr(RR) 3 dr(R)i 3dr(R)

Wegen A = const. und p’ = 0 kann diese Gleichung als

p_ 4 (A=2p s i) 0
m= o 3 R°— R°R =3

d 3
2 )
geschrieben werden. Die hiermit definierte Funktion m erfiillt die Gleichung

/_Q 3/
m' = 2 (R)

Solange keine Shell-Crossing auftritt, ist mn = 0. m kann in die rr-Gleichung (53) eingesetzt
werden, indem die Beziehung

. A—
ORf— 2M AT

R2
R 3

verwendet wird. Somit folgt:

_R? m  R?2p-A

2 R 2 3

Aufgrund dieser Beziehung kann die Bedeutung der Funktionen E und m in Analogie zur New-
tonschen Mechanik abgelesen werden:

e E(r) ist die Gesamtenergie einer Massenschale im mitbewegten Koordinatenabstand r pro
Masseneinheit.

e m(r) ist die gravitativ aktive Masse innerhalb der Massenschale mit dem Koordinatenab-
stand 7, 5 entspricht der potentiellen Energie pro Masseneinheit. Die Funktion m(r) erfiillt
die Bedingungen:

m(0) =0 m' >0 m  stetig

Die Feldgleichung (dquivalent zur Newtonschen Energiegleichung) lautet somit:

2m(r) A —2p(t)
R(r,t) 3

R%(r,t) = 2E(r) + R%(r,t) (54)

ANMERKUNG: Die Funktion

_A-2p 4 2“_/Qd(R3> _ /Q 3\«
m= 3 R°— R°R = 5 dr dr = ,, 3d(R)

ist noch nicht die Masse, die sich aus der Summe der Teilchen ergibt, wie es newtonsch zu erwarten
wére. Die Teilchenmasse (oder invariante Masse) ergibt sich aus

1o o R
Mr)= [ —= = [ =_—
(r) /47r3 /3\/1+2E

R2%dr
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(Faktor 1/4m wegen der Definition von p als Dichte pro Einheitskugel, siehe 3.4). Der Zusammen-
hang zwischen invarianter Masse M (r) und gravitativ aktiver Masse m(r) lautet:

1 1
—_—— —m
Vv1+2E v1+2E

Wird in der Tolman-Metrik (52) auch eine Zeitabhéngigkeit der Energie mitberiicksichtigt (E(r,t)),
so folgt fiir die rt-Nichtdiagonalkomponente des Ricci-Tensors:

/ 0 3\/ !
M =£ —
: ()

2F - R’

Rt = =51 2m)

(55)

Da der Energie-Impuls-Tensor in den mitbewegten Tolman-Koordinaten r,¢ diagonal ist, mufl
R,+ = 0 sein; dies impliziert

E=0
auBer in Gebieten, in denen R’ = 0 gilt (also bei den sog. ,shell crossings“).

6.2.1 Tolman-Metrik und Friedmann-Kosmos

Im Friedmann-Kosmos wird die Energiedichte als ortsunabhingig angenommen, d.h. o = 0.
Daraus folgt die gravitativ aktive Masse zu

Die Feldgleichung der Tolman-Metrik (54) nimmt dann die Gestalt

A —2p(t)
3

R2(r,t) = 2B(r) + 2QT(t)R(r, )% + R2(r,t)

an. Wird 2E(r) = —kr? und R(r, t) = rS(t) gesetzt, wie es die Robertson-Walker-Metrik erfordert,
folgt daraus die Friedmann-Lemaitre-Gleichung

20(t) + A — 2p(t)

o
S2(t) = —k + 3

S2(t)

Allerdings ist der Ansatz R(r,t) = rS(t) keineswegs zwingend; andere Moglichkeiten wiirden hin-
gegen eine nur raumlich lokal konstante Energiedichte beschreiben, beispielsweise eine sphérische
symmetrische Massenschale endlicher Dicke, deren Innen- und Auflenraum jeweils von einer Ro-
bertson-Walker-Metrik beschrieben wird.

6.2.2 Geoditen in der Tolman-Metrik

Die Einschrénkung auf Modelle mit inkohérenter Materie (p = 0) vereinfacht die Energiegleichung
um einiges. Die Forderung p = 0 ist ausreichend, da ein zeitlich konstanter Druck immer in die
kosmologische Konstante mit aufgenommen werden kann. Die Energiegleichung lautet nun:

. 2m A
R*=2E+ " + -R?
RT3
Prinzipiell kann fiir jede Kugelschale diese Gleichung unabhéngig voneinander gelost werden, da

fiir ein fixes r die Funktionen E(r) und m(r) Konstanten darstellen:

dR 2m A
Bk 2R
7 \/2E—|— R +3R
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bzw.

dt 1

A\ 2B 4 2m 4 A2

Leider ist das Losungsintegral

1
HR,r) = / dR + to(r)
2B + 2 + §R?

fir A # 0 oder m(r) # 0 analytisch nicht mehr darstellbar. Mit der Bedingung % >0
(keine shell crossing) ist die Zuordnung R < r immer eindeutig und die Funktion ¢o(r) kann in
Abhingigkeit von r geschrieben werden. Die Funktion to(r) ist die sog. ,bang time“ und gibt fiir
jede Massenschale (die mit r identifiziert wird) den Entstehungszeitpunkt an. Im Friedmannkos-
mos ist to(r) = 0, alle Massenschalen werden gleichzeitig ins Leben gerufen. Um shell crossings zu
vermeiden, diirfen weiter innen (kleineres r) liegende Massenschalen nicht frither (kleineres to(r))
entstanden sein, dies erfordert somit:

to(r) <0

Jede Massenschale bewegt sich auf einer Bahn, die lokal einer Losung der Friedmann-Lemaitre-
Gleichung im Kosmos entspricht:

LA

T4

:UV

6.2.3 Lokale Losung der Feldgleichung fiir A =0

Die Gleichung

s m(r)
2E(r) = R* —
(r) -
kann fiir ein fixes r gelost werden, indem sie in
dR . m(r)
— =R =1/2F
o R (r) + 7

umgeschrieben wird. Daraus 148t sich iiber

dt 1

B
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die Umkehrfunktion von R(r,t) durch Integration gewinnen:

= et

Fiir 2E(r) = 0 folgt die parabolische Losung

dR + t()

21
t(R,r)=c—=VR3+t
( ’T) 3 m =+ O(T)
Fiir 2E(r) # 0 kann das Integral mit der Substitution g := 2E£ als

\/ﬁ?E/F

geschrieben werden. Dieses Integral kann elementar ausgefithrt werden und liefert die hyperbo-
lische

t(R,r)

dg—|—to

t(R,7) = \/ﬁQE (vgv/1+ g — arcsinh\/g) + to(r)

bzw. die elliptische Losung (vollkommen &quivalent, jedoch fiir g < 0 (d.h. E < 0) vorzuziehen):

t(R,7) = (V—9+/1+ g — arcsin/—g) + to(r)

\/—2E 2E

(Vgl. [8]). In allen Féllen folgt fiir t = to(r), daB R(r,to) = 0, die Tolmanmetrik also singulér
ist. Die noch unbestimmte Funktion ¢o(r) hat daher die Bedeutung einer ,,Schopfungszeit“ (,,bang
time®), sie gibt an, wann der mitbewegte Koordinatenradius r das erste Mal im Universum auftritt.
Sinnvollerweise kann ¢ > to(r) angenommen werden.

6.3 ,,Shell Crossings* in der Tolman-Metrik

Vegl. [9]. Man kann sich die Materie in Form von ineinander geschachtelten Massenschalen vorstel-
len, wobei jede Schale mit einem Index r versehen ist. Wenn nun eine Massenschale eine andere
in ihrer Bewegung einholt, besitzen beide einen Moment lang den gleichen Kugelflichenradius,
d.h. R(r1,teross) = R(ra, Cmgé) bzw. R’ = 0. Die Tolmanmetrik ist in den Bereichen der Shell-
Crossing singulér (wobei es sich allerdings, wie beim Ereignishorizont der Schwarzschildmetrik, um
eine Koordinatensingularitidt handelt) und kann daher nicht zur Beschreibung verwendet werden.
Was geschieht bei einer Shell-Crossing aber wirklich?

In dem hier realisierten Modell wird keine direkte Wechselwirkung zwischen den einzelnen
Materiepartikeln angenommen, fiir deren Bewegung ist auschliellich die Gravitation verantwortlich
- #dhnlich der Kollision zweier Galaxien, wo sich ebenfalls die einzelnen Sterne praktisch nicht
beriihren.

Die innere, schnellere Massenschale mit dem Koordinatenindex r; wird daher vorerst die &uflere
(r2), ohne von dieser gebremst zu werden, durchdringen. Ab diesem Moment jedoch wird ihre
Bewegung zusétzlich von der Masse der soeben durchdrungenen Schale beeinflufit und daher die
Abbremsung stérker sein als zuvor. Die urspriinglich duflere Schale hingegen spiirt nun eine
geringere eingeschlossene Masse und wird folglich weniger stark abgebremst:
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t A
"2 (7”1 1
R(ry, t > t.)
. Tolman
m(rs) R(rq,t > t.)
/O 2
R(Tl,t<tc)
R(T27t<tc)
Tolman
(&1
T
m(ry)
m(rz)

R

Sei my die gravitative Masse innerhalb der Shell mit dem Koordinatenindex r1, desgleichen
mao:

T1

r )3
my :=m(ry) = /QMdTJ

3 dr!
0
i d(R(r',t)3
mo :=m(re) = /g%dﬂ
0

Es gilt nun fir die Zeit vor (¢ = t<) und nach (¢ = t~) der Shellcrossing die Feldgleichung der
Tolmanmetrik, konkret fiir die beiden Massenschalen folgt daher:

. 2m A

2(4_) = 2F L SRt

Ri(t<) 1+ ) + 3R1( <) (56)

. 2m A

2(t = 2F 2 T R2? t

Bt = B2+ ot 4 R (57)

und

52 _ 2m/ é 2 _
R(6>) = 2Bi+ ok + 3Rl -~ 208 (58)
B) = 28+ 22 Apyyoap (59)
a(t> 2 Ra(to) T3 2>

AFE ist die Energie, die beim Durchdringen der Massenschalen iibertragen wird, m} und m}
die jeweiligen Massen der Shells nach der Shellcrossing. Ein auflenstehender Beobachter wird
selbstverstandlich die gleiche gravitativ wirksame Masse vor und nach der Shellcrossing spiiren,
sodaf}

my = mo

gelten muf, da ja nun die Shell r; die Shell o umfait. Weiters kann man im Bereich der Shell-
crossing

RlzRQZZR
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setzen. Aus (58) folgt:

2 A .
2AE = 2B + 2 + SR - R = ..

und mit (56)

R R R
Aus (59):
. A 2m/
R?_2F, — —R*=""2 4 2AF
2 73 R
=2'%wegen (57)
Dabher:

2mb  2mg
—= ="Z=-2AF
R R

Und schlieflich:
mh=mg—AE-R=my— Am=my

Es wire daher naheliegend, die Shellcrossing durch den Austausch der gravitativ aktiven Massen zu
beschreiben (m(r1) < m(rs)), wohingegen die Geschwindigkeiten der Massenschalen, also R(ry,t)
bzw. R(rg, t)) beim Durchgang konstant bleiben; durch diesen Austauschvorgang éndert sich die
potentielle Energie und damit die Gesamtenergie E(r;) bzw. E(rz), wie nach (55) auch zu erwarten
wire. Es ist jedoch giinstiger, die Shellcrossing durch den Austausch der Geschwindigkeiten zu
beschreiben

R(Tl,t) — R(Tz,t) (60)

und stattdessen die Massen (m(r1), m(r2)) konstant zu halten, d.h. dafl die Koordinate r nicht fix
mit einer Materieschicht verbunden ist, sondern die logische Struktur der Kugelschalen wiedergibt,
also r; immer die innerste Schale beschreibt. Dadurch ist es gewéhrleistet, dafl mit steigendem R
auch r steigt, d.h. R’ > 0V r; eine Koordinatensingularitit, die bei anderer Vorgangsweise in der
Zeit nach der Shellcrossing an den Randgebieten des Bereiches mit R’ < 0 auftreten wiirde, kann
somit vermieden werden.

A
" (7“2 T2
R(ry,t > t,
. Tolman
/27 T O 2
R(Tl,t<tc)
R(T27t<tc)
- Tolman
&)
m(ry)
m(rs)

\
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Wie zuvor, &ndert sich hierbei die Gesamtenergie der Kugelschalen E(r1) bzw. E(r2), allerdings
in diesem Fall durch die Anderung der kinetischen Energie (R?):

2 R 6

Damit folgt fiir die Anderung der kinetischen Energie beim Durchgang der Massenschalen:

RQ(Ta tnachher) - R2 (ra tvorher)
2

AE(r) =

6.3.1 Programmtechnische Gréfienskala

Da im Rahmen der Theorie bereits alle Mafleinheiten als Léingen behandelt werden (G = 1,¢ = 1),
ist es nur noch notig, eine Basisldnge festzulegen, von der alle anderen Groflen direkt abgeleitet
werden konnen. Die SI-Grofle ,Meter® ist dabei denkbar ungeignet, da im kosmologischen Be-
reich dann Zahlenwerte auftreten, die bei der beschréinkten Rechengenauigkeit eines numerischen
Verfahrens Probleme bereiten.

Sinnvoll ist daher ein Mafsystem, das durch die Einheit des Hubbleparameters (km/s/Mpc)
festgelegt wird (50-100 sind numerisch gut vertrégliche Zahlenwerte). Ein Parsec ist dabei gegeben
durch:

1A
1Parsec = U = 3.094 - 10'5m = 3.27Lichtjahre
tan(1Bogensekunde)
In diesen , kosmologischen Einheiten“ sind die Mafleinheiten der vorkommenden Groéfen:
MaBgrofle Umrechnungsformel Umrechnungsfaktor
Zeit 1[km/s/Mpc]~* 3.093662696 - 10 s = 980.994 Mrd. Jahre
Lénge: c- 1[km/s/Mpc|~! 9.274567378 - 10%"m = 980.994 Mrd. Lichtjahre
Masse: 3G - 1[km/s/Mpc]=' 1.249335334 - 10°°kg = 7.46527 - 1031 H-Atome
Dichte: 1.22995 - 10~2kg/m® = 0.007349 H-Atome/m?
Geschwindigkeit: ¢ 299 792.456 km/s

6.3.2 Anfangswerte

Das ,,Standardmodell“ und das Weltmodell von Wolfgang Priester sind durch die folgenden Zah-
lenwerte definiert:

| Standardmodell | Weltmodell von W.Priester

Hy 50 90
Qp 0 1.080
Qur 1.0 0.014

Die weiteren charakteristischen Groflen folgen iiber

Grofle | Beziehung Standardmodell Weltmodell von W.Priester
Ocie | 3H?/2 1612310 Bkg/m3 1.4944 - 10 Blkg/m®

Q Qr + Qs 1 1.094

oA QA - Ocrit Okg/m? 1.6139 - 10~2%kg/m?>
on Qs - Ocrit 4.6123 - 10~ 2kg/m3 2.0021 - 10~ kg/m?

A 200 0 26244 (3.051 - 10°2m~2)
k sign(Q2 — 1) 0 +1

So k/\/200m/3 + A/3 — H? (1) 0.036 (35.6 Mrd. Lichtjahre)
to 1/H, 19.62 Mrd. Jahre 10.9 Mrd. Jahre

R —2(onr + 04) 7500 (—8.72 - 10~%3m~2) | -26584 (—3.09 - 10~52m~2)
qo QM/Q - QA 0.5 -1.073

M S/2(H%S? + k — A/385?) 1250 (1.56 - 10°8 kg) 0.0026988 (3.37 - 1052 kg)
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Dabei ist im Standardmodell mit & = 0 die Groe Sy ohne physikalische Bedeutung und willkiirlich
als ,Einheitsvolumen® gleich 1 gesetzt, d.h. die ,Masse des Universums“ M bezieht sich auf die
in diesem Einheitsvolumen enthaltene Materie.

Bei allgemeinen Eingabedaten ist zu beachten, dafl der Wert der kosmologischen Konstanten
A nicht den Betrag des Kriimmungsskalars R iiberschreiten darf, da ansonsten die Masse des
Universums negativ wiirde. Im Weltmodell von Wolfgang Priester ist der Wert von A mit 26244
schon recht nahe dem maximal méglichen Wert von 26584; ein derartiger Wert von A wiirde einem
materiefreien Universum, dem de-Sitter-Kosmos, entsprechen. Noch groflere Werte stellen keine
Losungen der Friedmann—Lemaitre—Gleichungen mehr dar.

6.3.3 Programmtechnische Realisierung

Zum numerischen Losen der Friedmann-Lemaitre-Gleichung bzw. der Feldgleichung der Tolman-
Metrik wird das Verfahren ,,dop853“ verwendet, eine explizite Runge-Kutta Methode der Ordnung
8(5,3) nach Dormand & Prince mit Schrittweitenkontrolle und ,dense output“. Die Autoren der
verwendeten C-Version vom 2. Mai 1994 sind:

E. Hairer & G. Wanner,

Université de Geneve, dept. de Mathématiques,

CH-1211 GENEVE 4, SWITZERLAND,

E-mail: HATRERGDIVSUN.UNIGE.CH, WANNER@DIVSUN.UNIGE.CH

Eine genaue Beschreibung des Codes findet sich in [5]. Der Originalcode wird im Programm jedoch
in modifizierter Version als C++-Klasse verwendet.

In einem ersten Schritt wird, ausgehend von den heutigen kosmologischen Werten (siehe 6.3.2),
der Kosmos bis zu einem gegeben z ,zuriickgerechnet“, um den Zustand zur damaligen Zeit zu
berechnen. Sinnvollerweise wird z = 1000, also der Zeitpunkt der Rekombination, angenommen.
Der homogen zuriickgerechnete Kosmos wird dann in diesem Anfangsstadium als ,,Shell-Struktur*
modelliert.

Die Bewegung einer Shell ist durch die Anfangswerte

m(r), R(’I“, tstart)a R(’/’, tstart)

bestimmt. Soll anfangs eine gleichméflige Verteilung der Massenschalen vorausgesetzt werden, so
folgt:

R(ﬁ tstart) =T S(tstart)

wobei S(tstart) der Skalenparameter des umgebenden Friedmannuniversums ist und 0 < r < 1. Im
homogenen Friedmann-Lemaitre-Universum gilt dann:

R(Tv tstart) =T S(tstart)
und

ltstart)

3 R(r, tstart)® =: mpL(r)

m(r) =
Dabei ist m(r) nicht die Masse, die sich am Rand eines Gebietes mit Koordinatenradius r befindet,
sondern m(r) beschreibt die gesamte gravitative Masse, die die Materie am Rand dieses Gebietes
beeinflufit.
Eine Void kann nun am einfachsten dadurch realisiert werden, dafl

m(r) = (1 + dyoia)mrL(r) mit 0<7r < Tvoid

gesetzt wird. dyoiq gibt den Dichtekontrast relativ zum Friedmann—Lemaitre—Hintergrund an,
dvoid = 0 bedeutet keine Dichteschwankung, dyoiq = —1 steht fiir eine Vakuumblase.
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Bei einer diskreten Verteilung der Schalen (m;,r;, Ri, Ri;i =1...N) kann

my = (1 + (Svoid)me(T)

angesetzt werden. Die Geschwindigkeiten der initialen Shells R(r, tstart) bleiben gegeniiber dem
homogenen Shell-Modell unveréndert, da angenommen werden kann, dafl in der strahlungsdomi-
nierten Ara vor z = 1000 die Geschwindigkeiten der Materieverteilungen durch die dominierende
Strahlung gleichformig ausgeglichen werden (im Gegensatz zu etwaigen Dichteschwankungen).

Ausgehend von einem derart initialisierten Schalenmodell wird nun fiir jede Schale die Tolman-
Feldgleichung gelost, solange bis die Jetztzeit erreicht wird oder der Kugelflichenradius R(r,t)
einer Shell den Kugelflichenradius einer weiter auflen liegenden Shell erreicht. In diesem Fall
werden geméf 60 die Geschwindigkeiten (und wegen der numerischen Genauigkeit auch die Ku-
gelflichenradien) der beiden betroffenen Shells ausgetauscht und an diesem Punkt die Simulation
fortgesetzt.

Dabei stellt sich heraus, dafi fiir kleine Dichteschwankungen in der gegebenen Zeit keine Shell-
crossing auftritt und nur die innere Massenschale stirker expandiert als weiter auflen liegende.
Dieses Ergebnis ist konsistent mit [2].
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6.4 Einflul kosmologischer Parameter auf Vakuumblasen

Die Simulationen in diesem Abschnitt dienen ausschliefilich dem Zweck, den Einfluf} einzelner
kosmologischer Groflen auf die Ausbildung der Vakuumblasen zu demonstrieren. Die meisten
kosmologischen Parameter haben hierbei unrealistische Werte, vor allem auch die Anfangs- und
Endwerte der Vakuumblasen selbst.

6.4.1 Einflufl der Hubble-Konstanten im Standardmodell
Daten der innersten Shell bei Hy = 500:

Relativer Radius r: 0.41032
Absoluter Radius R: 0.41032 (3.8056e+27m, 402.53 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 820.65%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  270.34 (8.1047e+07 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 205.16 (6.1506e+07 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  65.18 (1.9541e+07 km/s)
Relative Massendichte: 0%

Daten der innersten Shell bei Hy = 5:

Relativer Radius r: 0.41767
Absoluter Radius R: 0.41767 (3.8737e+27m, 409.73 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 835.34%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  2.7937 (8.3754e+05 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 2.0884 (6.2607e+05 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.70536 (2.1146e4-05 km/s)
Relative Massendichte: 0%

Obwohl bei gleichem Weltradius die Hubblekonstante um einen Faktor 100 unterschiedlich ist,
ergibt sich in beiden Féllen eine Vergroflerung der Vakuumblase relativ zum Hintergrund um
fast identische 820% bzw. 835%. Die Expansionsgeschwindigkeiten unterscheiden sich wie die
Hubblekonstante um einen Faktor 100, dennoch spielt dies fiir die Entwicklung der Void keine
grofle Rolle, da im langsamer expandierenden Universum mit Hy = 5 eine dementsprechend léingere
Entwicklungszeit zur Verfiigung steht.

Der Hubbleparameter hat somit keinen nennenswerten Einfluf} auf die Ausdehnung der Blasen.

6.4.2 Einflu3 der Hubble-Konstanten im Weltmodell von Wolfgang Priester

Eine Simulationsreihe wie im Standardmodell ist hier nicht méglich, da fiir zu kleine Werte der
Hubblekonstante die restlichen fixen Parameter einer zu grofien kosmologischen Konstante ent-
sprechen und keine Losung der Friedmann-Lemaitre-Gleichung mehr darstellen.
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6.4.3 Einflufl der kosmologischen Konstanten im Standardmodell

Bei diesen Simulationen (50 Shells) wird vom Standardmodell (Hy = 50, Sy = 1, k = 0) ausgegan-
gen und die kosmologische Konstante als einziger Parameter verdndert. Der Kriimmungsskalar
im Standardmodell ist -7500, die kosmologische Konstante kann mit den Anfangswerten des Stan-

dardmodells daher maximal den Wert 7500 annehmen.

Daten der innersten Shell bei A = 0:

Relativer Radius r: 0.16434
Absoluter Radius R: 0.16434 (1.5242e+27m, 161.22 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 821.72%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  10.836 (3.2485e¢+06 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: — 8.2172 (2.4635e406 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  2.6187 (7.8507e+05 km/s)

Relative Massendichte: 0%
Daten der innersten Shell bei A = 3500:
Relativer Radius r: 0.16248
Absoluter Radius R: 0.16248 (1.5069e+27m, 159.39 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 812.39%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  9.9114 (2.9714e+06 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  8.1239 (2.4355e+06 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  1.7875 (5.3587e+05 km/s)

Relative Massendichte: 0%
Daten der innersten Shell bei A = 7000:
Relativer Radius r: 0.13543
Absoluter Radius R: 0.13543 (1.256e+27m, 132.85 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 677.14%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  7.1964 (2.1574e+06 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  6.7714 (2.03e+06 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.42496 (1.274e+05 km/s)
Relative Massendichte: 0%

Daten der innersten Shell bei A = 7500 (de-Sitter-Grenzfall):

Relativer Radius r: 0.02
Absoluter Radius R: 0.02 (1.8549e+26m, 19.62 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 100%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V: 1 (2.9979e+05 km/s)

Homogene Expansionsgeschwindigkeit: 1 (2.9979e+05 km/s)

Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  3.042e-14 (9.1197e-09 km/s)
Relative Massendichte: 0%

Fiir die Entwicklung der Blasenstrukturen ist im wesentlichen der Dichtekontrast der Materie, 2y,
verantwortlich. In einem flachen Hintergrundmodell (k = 0) gilt: Q@ =1 =Qp; +Qx. Wenn A >0
(@A > 0), ist der Dichtekontrast der fiir die Entstehung der Voids verantwortlichen Materie Qs
dementsprechend geringer, sodafl sich bei einem flachen Hintergrund eine positive kosmologische
Konstante abschwéchend auswirkt, im Grenzfall des de-Sitter-Kosmos mit maximaler kosmolo-
gischer Konstante ist der Dichtekontrast der Materie 0 (da iiberall Vakuum) und folglich keine

Expansion einer Vakuumblase feststellbar.
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6.4.4 Einflu3 der kosmologischen Konstanten bei k=41

Ausgehend vom sphiirischen Standardmodell (50 Shells, Hy = 50,50 = 1,k = +1) wird hier die
kosmologische Konstante bis zum maximal moglichen Wert verdndert.

Daten der innersten Shell bei A = 0:
Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.16435

0.16435 (1.5243e+27m, 161.23 Mrd. Lj)
821.76%

10.837 (3.2489e+06 km/s)

8.2176 (2.4636e+06 km/s)

2.6196 (7.8535e+05 km/s)

0%

Daten der innersten Shell bei A = 3500:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.16249

0.16249 (1.507e+27m, 159.4 Mrd. Lj)
812.45%

9.9131 (2.9719e+06 km/s)

8.1245 (2.4356e+06 km/s)

1.7886 (5.3622e+05 km/s)

0%

Daten der innersten Shell bei A = 7000:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.13547

0.13547 (1.2565e+27m, 132.9 Mrd. Lj)
677.37%

7.2007 (2.1587¢+06 km/s)

6.7737 (2.0307e+06 km/s)

0.42704 (1.2802e+05 km/s)

0%

Daten der innersten Shell bei A = 7502 (nahe de-Sitter):

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.075524

0.075524 (7.0046e+26m, 74.089 Mrd. Lj)
377.62%

3.7821 (1.1338¢+06 km/s)

3.7762 (1.1321e+06 km/s)

0.0058861 (1764.6 km/s)

0%

Wie in 6.4.3 wirkt die kosmologische Konstante iiber den abnehmenden Materiekontrast ab-
schwichend. Der de-Sitter-Fall mit A = 7503... ist numerisch nicht mehr behandelbar, die Tendenz

ist aber auch so ersichtlich.
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6.4.5 Einfluf} der Blasengrofle im Standardmodell

Da das Standardmodell einen flachen Raum behandelt, dessen Skalierungsgréfie beliebig gewihlt
werden kann, spielt die Grofle der Vakuumblase hier keine Rolle.

6.4.6 Einflufl der Blasengrotfle im Weltmodell von Wolfgang Priester

Ausgehend von einer vollstdndigen Aufteilung des initialen Universums, zuriickgerechnet auf z =
1000 mit den Anfangswerten des Weltmodells von Wolfgang Priester, wird die Shellstruktur suk-
zessive auf einen kleineren Teil des Universums eingeschrinkt und somit eine jeweils kleinere Void
simuliert.

Daten der innersten Shell bei einer Shellstruktur von 100%:

Relativer Radius r: 0.21024
Absoluter Radius R: 0.0076192 (7.0664e+25m, 7.4744 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 1051.2%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.70891 (2.1253e+05 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  0.68572 (2.0558e+05 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.023183 (6950.2 km/s)

Relative Massendichte: 0%
Daten der innersten Shell bei einer Shellstruktur von 10%:
Relativer Radius r: 0.021024
Absoluter Radius R: 0.00076192 (7.0664e+24m, 0.74744 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 1051.2%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.070891 (21253 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  0.068572 (20558 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.0023183 (695.02 km/s)

Relative Massendichte: 0%
Daten der innersten Shell bei einer Shellstruktur von 0.1%:
Relativer Radius r: 0.00021024
Absoluter Radius R: 7.6192e-06 (7.0665e+22m, 0.0074744 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 1051.2%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.00070891 (212.53 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  0.00068573 (205.58 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  2.3184e-05 (6.9503 km/s)
Relative Massendichte: 0%

Wie im flachen Standardmodell, ergibt sich auch im sphérischen Weltmodell von Wolfgang Prie-
ster keine Abhéingigkeit der relativen Expansion der Vakuumblase von der Anfangsgrofie, wahrend
jedoch die relative Expansionsgeschwindigkeit (Pekuliargeschwindigkeit) linear von der Anfangs-
groBe abhéngt.
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6.5 Einflul kosmologischer Parameter auf Dichteschwankungen

Dieser Abschnitt behandelt die gleichen Simulationsreihen wie zuvor, nur dafl hierbei eine Dich-
teschwankung von 0.1% anstelle von 100% angenommen wird. Diese Dichteschwankung ist klein
genug, dafl hierbei keine Shellcrossing auftritt. Die hier gewonnenen Ergebnisse folgen also di-
rekt aus der lokalen Losung der Friedmann-Lemaitre-Gleichung und sind unabhiingig von einer
etwaigen alternativen Modellierung der Shellcrossing.

6.5.1 Einflul der Hubble-Konstanten im Standardmodell
Daten der innersten Shell bei Hy = 5:

Relativer Radius r: 0.024074
Absoluter Radius R: 0.0024074 (2.2328e+25m, 2.3616 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 120.37%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.013925 (4174.6 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.012037 (3608.6 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.0018881 (566.03 km/s)

Relative Massendichte: 57.282%
Daten der innersten Shell bei Hy = 500:
Relativer Radius r: 0.02381
Absoluter Radius R: 0.002381 (2.2083e+25m, 2.3357 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 119.05%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  1.3679 (4.1008e+05 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  1.1905 (3.569e+05 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.17738 (53177 km/s)
Relative Massendichte: 59.209%

Die relative Expansion ist zwar geringer als bei einer Vakuumblase, dennoch gilt auch hier, dafl
der Hubbleparameter keinen nennenswerten Einflufl auf die Entwicklung der Blase ausiibt.
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6.5.2 Einflufl der kosmologischen Konstanten im Standardmodell

Wie im Vakuumfall, wird vom Standardmodell (Hy = 50, Sy = 1,k = 0) ausgegangen und die kos-
mologische Konstante als einziger Parameter bis zum maximal moglichen Wert von 7500 verdndert.

Daten der innersten Shell bei A = 0:
Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.023803

0.023803 (2.2077e+26m, 23.351 Mrd. Lj)
119.02%

1.3673 (4.099e+05 km/s)

1.1902 (3.568¢+05 km/s)

0.1771 (53093 km/s)

59.257%

Daten der innersten Shell bei A = 3500:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.023667

0.023667 (2.195e+26m, 23.217 Mrd. Lj)
118.34%

1.3043 (3.9103e+05 km/s)

1.1834 (3.5476e+05 km /s)

0.12097 (36266 km/s)

60.285%

Daten der innersten Shell bei A = 7000:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.022113
0.022113 (2.0509e+26m, 21.693 Mrd. Lj)
110.57%

1.1275 (3.38¢+05 km/s)

1.1057 (3.3147¢+05 km/s)

0.021785 (6531 km/s)

73.908%

Daten der innersten Shell bei A = 7500 (de-Sitter-Grenzfall):

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.02

0.02 (1.8549e+26m, 19.62 Mrd. Lj)
100%

1 (2.9979e+05 km/s)

1 (2.9979e+05 km/s)

2.2204e-16 (6.6567e-11 km/s)
99.9%

Wie im Vakuumfall wirkt die kosmologische Konstante hier abschwéchend.
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6.5.3 Einflul der kosmologischen Konstanten bei k=41

Ausgehend vom sphiirischen Standardmodell (50 Shells, Hy = 50,50 = 1,k = +1) wird hier die
kosmologische Konstante bis zum maximal moglichen Wert verdndert.

Daten der innersten Shell bei A = 0:
Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.023804

0.023804 (2.2077e+26m, 23.351 Mrd. Lj)
119.02%

1.3674 (4.0992e+05 km/s)

1.1902 (3.5681e+05 km/s)

0.17716 (53112 km/s)

59.254%

Daten der innersten Shell bei A = 3500:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.023668

0.023668 (2.1951e+26m, 23.218 Mrd. Lj)
118.34%

1.3044 (3.9106e+05 km /s)

1.1834 (3.5477e+05 km/s)

0.12105 (36289 km/s)

60.28%

Daten der innersten Shell bei A = 7000:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.022116
0.022116 (2.0511e+26m, 21.695 Mrd. Lj)
110.58%

1.1277 (3.3807¢+05 km/s)

1.1058 (3.3151e+05 km/s)

0.021888 (6562 km/s)

73.883%

Daten der innersten Shell bei A = 7502 (nahe de-Sitter):

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.020335

0.020335 (1.886e+26m, 19.949 Mrd. Lj)
101.68%

1.0168 (3.0484e+05 km/s)

1.0168 (3.0482e+05 km/s)

7.4063e-05 (22.204 km/s)

95.041%

Wie zuvor wirkt die kosmologische Konstante iiber den abnehmenden Materiekontrast abschwichend.
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6.5.4 Einflufl der Blasengrofle im Standardmodell

Da das Standardmodell einen flachen Raum behandelt, dessen Skalierungsgréfie beliebig gewihlt
werden kann, spielt die Grofle der Dichtevariation hier keine Rolle.

6.5.5 Einflufl der Blasengréfle im Weltmodell von Wolfgang Priester

Ausgehend von einer vollstdndigen Aufteilung des initialen Universums, zuriickgerechnet auf z =
1000 mit den Anfangswerten des Weltmodells von Wolfgang Priester, wird die Shellstruktur suk-
zessive auf einen kleineren Teil des Universums eingeschrinkt und somit eine jeweils kleinere Void
simuliert.

Daten der innersten Shell bei einer Shellstruktur von 100%:

Relativer Radius r: 0.027361
Absoluter Radius R: 0.00099157 (9.1964e+24m, 0.97272 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 136.8%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.091143 (27324 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  0.089241 (26754 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.0019019 (570.18 km/s)

Relative Massendichte: 39.018%
Daten der innersten Shell bei einer Shellstruktur von 10%:
Relativer Radius r: 0.0027361
Absoluter Radius R: 9.9157e-05 (9.1964e+23m, 0.097272 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 136.8%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0091143 (2732.4 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0089241 (2675.4 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.00019019 (57.018 km/s)

Relative Massendichte: 39.018%
Daten der innersten Shell bei einer Shellstruktur von 0.1%:
Relativer Radius r: 2.7361e-05
Absoluter Radius R: 9.9157e-07 (9.1964e+21m, 0.00097272 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 136.8%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  9.1143e-05 (27.324 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: — 8.9241e-05 (26.754 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  1.9019e-06 (0.57018 km/s)
Relative Massendichte: 39.018%

Wie zuvor spielt die Anfangsgrofie der Dichteschwankung keine Rolle fiir die relative Expansion.
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6.6 Einfluf3 des Dichtekontrastes im Standardmodell

Als Anfangsbedingung wurden hier 50 Shells, beschriankt auf einen Bereich von 0.1% gew#hlt,
sodaf} sich fiir die effektive Voidgrofle ein den wahren Voids entsprechender Durchmesser in der
GroBlenordnung von ca. 100 Mio. Lichtjahren ergibt.

Daten der innersten Shell bei § = 100% (echte Vakuumblase):

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.00016434
0.00016434 (1.5242e+24m, 0.16122 Mrd. Lj)
821.72%

0.010836 (3248.5 km/s)

0.0082172 (2463.5 km/s)

0.0026187 (785.07 km/s)

0%

Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 6) bei § = 100% (echte Vakuumblase):

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

0.00018733
0.00018733 (1.7374e+24m, 0.18377 Mrd. Lj)
133.81%

0.012804 (3838.5 km/s)

0.0093666 (2808 km/s)

0.0034372 (1030.5 km/s)

1398.5%

Daten der innersten Shell bei § = 10%:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

8.102¢-05

8.102¢-05 (7.5142e+23m, 0.07948 Mrd. Lj)
405.1%

0.0056232 (1685.8 km/s)

0.004051 (1214.5 km/s)

0.0015722 (471.32 km/s)

1.3538%

Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 3) bei 6 = 10%:

Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

Daten der innersten Shell bei § = 1%:
Relativer Radius r:

Absoluter Radius R:

Relative Expansion:

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V'
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:
Relative Massendichte:

9.1559¢-05
9.1559¢-05 (8.4917e+23m, 0.089818 Mrd. Lj)
114.45%

0.0061412 (1841.1 km/s)

0.0045779 (1372.4 km/s)

0.0015633 (468.67 km/s)

438.17%

4.109e-05

4.109e-05 (3.8109e+23m, 0.040309 Mrd. Lj)
205.45%

0.0023486 (704.09 km/s)

0.0020545 (615.92 km/s)

0.00029413 (88.177 km/s)

11.416%
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Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 1) bei § = 1%:

Relativer Radius r: 4.5251e-05
Absoluter Radius R: 4.5251e-05 (4.1968e+23m, 0.044391 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 113.13%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0029669 (889.44 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0022625 (678.29 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v: ~ 0.00070433 (211.15 km/s)

Relative Massendichte: 240.86%
Daten der innersten Shell bei § = 0.1%:
Relativer Radius r: 2.3803e-05
Absoluter Radius R: 2.3803e-05 (2.2077e+23m, 0.023351 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 119.02%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0013673 (409.9 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0011902 (356.8 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.0001771 (53.093 km/s)

Relative Massendichte: 59.257%
Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 1) bei ¢ = 0.1%:
Relativer Radius r: 4e-05
Absoluter Radius R: 4e-05 (3.7098e+23m, 0.03924 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 100%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.002 (599.58 km/s)

Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  0.002 (599.58 km/s)

Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  -1.4615e-16 (-4.3815e-11 km/s)
Relative Massendichte: 110.88%

Der initiale Dichtekontrast ist fiir die Entwicklung der Blasenstrukturen sehr wichtig. Wéhrend ei-
ne Vakuumvoid um maximal mégliche 812% expandiert, erreicht eine dem Mikrowellenhintergrund
entsprechende Dichteschwankung von 0.1% nur eine relative Expansion von 119%. Die maximale
Massendichte am Rand der Void héngt ebenfalls stark von dem anfinglichen Dichtkontrast ab.

6.7 Einflufl des Dichtekontrastes im Weltmodell von Wolfgang Priester

Als Anfangsbedingung wurden hier 50 Shells, beschrinkt auf einen Bereich von 2% gewéhlt, sodafl
sich fiir die expandierte Grofle einer Vakuumblase ein Kugelflichenradius von ca. 150. Mio. Licht-
jahren ergibt, der in der Gréfenordnung der 161 Mio. Lichtjahre der vergleichbaren Simulation
des Standardmodells liegt.

Daten der innersten Shell bei § = 100% (echte Vakuumblase):

Relativer Radius r: 0.0042048
Absoluter Radius R: 0.00015238 (1.4133e+24m, 0.14949 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 1051.2%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.014178 (4250.5 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.013715 (4111.5 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.00046367 (139 km/s)

Relative Massendichte: 0%

Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 8) bei 6 = 100% (echte Vakuumblase):
Relativer Radius 1: 0.0049573
Absoluter Radius R: 0.00017965 (1.6662e+24m, 0.17624 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 137.7%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.016645 (4990.1 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit:  0.016169 (4847.3 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v: ~ 0.00047629 (142.79 km/s)
Relative Massendichte: 899.27%
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Daten der innersten Shell bei § = 10%:

Relativer Radius r: 0.0019946
Absoluter Radius R: 7.2286e-05 (6.7043e+23m, 0.070913 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 498.66%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0067108 (2011.8 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0065058 (1950.4 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.00020498 (61.451 km/s)
Relative Massendichte: 0.72583%

Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 5) bei § = 10%:

Relativer Radius r: 0.0024416
Absoluter Radius R: 8.8484e-05 (8.2065e¢+23m, 0.086803 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 101.73%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0081772 (2451.5 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0079636 (2387.4 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  0.00021363 (64.043 km/s)

Relative Massendichte: 817.14%
Daten der innersten Shell bei § = 1%:
Relativer Radius r: 0.00097153
Absoluter Radius R: 3.5209e-05 (3.2654e+23m, 0.034539 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 242.88%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0032611 (977.66 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0031688 (949.97 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  9.2355e-05 (27.687 km/s)
Relative Massendichte: 6.9096%

Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 2) bei 6 = 1%:

Relativer Radius r: 0.0012
Absoluter Radius R: 4.3489e-05 (4.0334e+23m, 0.042662 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 100%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.003914 (1173.4 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.003914 (1173.4 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  1.1276e-17 (3.3804e-12 km/s)

Relative Massendichte: 991.13%
Daten der innersten Shell bei 6 = 0.1%:
Relativer Radius r: 0.00054722
Absoluter Radius R: 1.9831e-05 (1.8393e+23m, 0.019454 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 136.8%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0018229 (546.48 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0017848 (535.08 km/s)
Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  3.8039e-05 (11.404 km/s)
Relative Massendichte: 39.018%

Daten der Shell maximaler Dichte (Shell Nr. 1) bei § = 0.1%:

Relativer Radius r: 0.0008
Absoluter Radius R: 2.8992e-05 (2.6889e+23m, 0.028441 Mrd. Lj)
Relative Expansion: 100%

Absolute Expansionsgeschwindigkeit V:  0.0026093 (782.25 km/s)
Homogene Expansionsgeschwindigkeit: ~ 0.0026093 (782.25 km/s)

Relative Expansionsgeschwindigkeit v:  7.1557e-17 (2.1452e-11 km/s)
Relative Massendichte: 128.7%
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Wie im Standardmodell ist die Entwicklung der Voids ziemlich sensibel bzgl. der initialen Dichte-
schwankung. Die Tendenz ist parallel zum Standardmodell, einen Vergleich der beiden Weltmo-
delle zeigt der néchste Abschnitt.

6.8 Vergleich der Entwicklung des Dichtekontrastes im Standardmodell
mit dem Weltmodell von Wolfgang Priester

6.8.1 Relative Expansion

Durchgehend ist festzustellen, dafl im Weltmodell von Wolfgang Priester grofiere relative Expan-
sionsraten als im Standardmodell erzielt werden. Wéahrend im Standardmodell zwar der mate-
riebedingte Dichtekontrast grofler ist als im lambdadominierten Weltmodell von W.Priester und
insofern die Entwicklung der Voids dort giinstiger verliefe, so steht im letzteren Weltmodell jedoch
eine groflere Entwicklungszeit zur Verfiigung, die diesen urspriinglichen Einfluf} iiberkompensiert.

1 | Standardmodell Weltmodell von W.Priester Relativer Faktor

100% 821% 1051% 1.280
10% 405% 499% 1.232
1% 205% 243% 1.185
0.1% 119% 139% 1.168

Die relative Expansion einer Dichteschwankung ist im Weltmodell von Wolfgang Priester
um bis zu 28% gréfler als im Standardmodell. Dieses Verhiltnis zum Standardmodell bleibt
grofenordnungsméfig relativ konstant, wird aber fiir sinkenden Dichtekontrast kleiner um beim
Grenzwert 6 = 0% den Wert 1.0 zu erreichen, da ohne Dichteschwankung beide Weltmodelle in
einem homogenen Kosmos eine relative Expansion von 100% ergeben miissen.

6.8.2 Relative Expansionsgeschwindigkeit der innersten Shell

Die Expansionsgeschwindigkeiten der innersten Shell zum heutigen Zeitpunkt liegen im Standard-
modell in allen Féllen um eine Mehrfaches iiber denjenigen der im Weltmodell von Wolfgang
Priester auftretenden. Dies ist ein Hinweis darauf, daf§ die Expansion zum jetzigen Zeitpunkt in
letzterem Weltmodell lambdadominiert ist, d.h. die Bewegung der Materie im Wesentlichen bereits
der homogenen Expansion folgt, wihrend im Standardmodell nach wie vor ausschlieflich der Dich-
tekontrast der Materie fiir die relativen Geschwindigkeiten verantwortlich ist. In anbetracht der
stiarkeren Expansion der Voids im Modell mit A > 0 ist daraus zu folgern, daf dieser Unterschied
der relativen Expansion nicht zum heutigen Zeitpunkt stattgefunden hat, sondern vielmehr in der
Anfangsphase des Universums, und zwar in einem derartigen Ausmaf, daf§ die noch andauernden
grofleren Relativgeschwindigkeiten im Standardmodell diesen Effekt bislang nicht kompensieren
konnten.

1) | Standardmodell Weltmodell von W.Priester Relativer Faktor

100% 785km/s 139km/s 5.65
10% 471km/s 61km/s 7.72
1% 88km/s 28km/s 3.14
0.1% 53km/s 11km/s 4.81

Fiir die Relation der Expansionsgeschwindigkeiten in beiden Modellen zueinander 148t sich kei-
ne einheitliche Tendenz ablesen. Hierfiir ist das verwendete Schalenmodell zu ungenau, da kurz vor
Simulationsende auftretende Shellcrossings das Endergebnis verunsichern. Anstelle einer diskreten
Verteilung der Massenschalen wiire hierfiir ein homogeneres Modell mit weichen Ubergiingen der
jeweiligen Dichten vorzuziehen.
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6.8.3 Maximale relative Massendichte

Die Bestimmung der maximalen relativen Massendichte bei einer diskreten Verteilung von Mas-
senschalen als Maximumsuche ist etwas willkiirlich, da sie von einer kurz zuvor aufgetretenen
Shellcrossing stark verfdlscht werden kann. Bei einer Shellcrossing selbst ist die formale Massen-
dichte unendlich, da zwei Shells den gleichen Kugelflichenradius aufweisen und die sich zwischen
den beiden Shells befindliche Materie in einem Volumen der formalen Grofle 0 aufhalten miifite.
Die vorliegenden Ergebnisse sind daher mit Vorsicht zu betrachten.

) | Standardmodell Weltmodell von W.Priester

100% 1398% 899% 1.555
10% 438% 817% 0.536
1% 241% 991% 0.243
0.1% 111% 129% 0.860

Eine Tendenz ist hier nicht wirklich ablesbar. Shellcrossings treten jedoch im Weltmodell mit
A > 0 hdufiger auf als im Standardmodell, dessen relative Massendichte mit abnehmender initia-
ler Dichteschwankung besténdig sinkt. Diese Eigenschaft kann auf die anféinglich ,turbulentere*
Entwicklung der Voids im Kosmos mit A > 0 zuriickgefiihrt werden, wie schon in 6.8.1 angemerkt
wurde.

6.9 Das Programm

Das Simulationsprogramm kann iiber das World Wide Web unter der Adresse

http://mathl.uibk.ac.at/ werner/kosmos/tolman/

jederzeit weltweit aufgerufen werden.
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